Prosiding Galuh Mathematics National Conference,
Vol.3 No.12023 | Hal 56-62 | ISSN: 3032-2588

Nilai Minimum Span pada Graf Gurita, Graf Siput, dan Graf Ubur-Ubur

Hafif Komarullah
SMKS Al-Ishagi, Jalan Merapi No. 46 Jember
Email: hafififa4@gmail.com

ABSTRAK

Teori graf merupakan salah satu cabang matematika yang dapat diterapkan dalam kehidupan sehari-hari dengan
merepresentasikan objek dengan titik dan hubungan antar objek dengan sisi. Pelabelan graf adalah salah satu topik graf yang
memetakan anggota graf berupa titik, sisi, atau keduanya kebilangan bulat non negatif dengan kaidah tertentu. Pelabelan L(2,1)
merupakan salah satu contoh pelabelan titik graf dengan syarat titik yang berjarak satu memiliki mutlak selisih label minimal
dua dan titik yang berjarak dua memiliki mutlak selisih label minimal satu. Label terbesar dari pelabelan L(2,1) disebut span.
Setiap graf pasti memiliki lebih dari satu span, sehingga dalam topik ini terfokus dalam mencari nilai minimal span atau
dinotasikan dengan A2.1. Penelitian ini bertujuan untuk mendapatkan nilai minimal span pada graf gurita, graf siput, dan graf
ubur-ubur.

Kata Kunci: Minimal Span, Pelabelan Graf, Teori Graf.

PENDAHULUAN

Teori graf merupakan salah satu cabang matematika yang mempunyai banyak terapan dalam
memecahkan berbagai macam masalah (Komarullah, 2023). Dalam penerapannya, teori graf
merepresentasikan suatu objek dengan titik dan hubungan antar objek dengan sisi (Muijib, 2019).
Leonhard Euler merupakan orang pertama yang memanfaatkan teori graf dalam memecahkan suatu
masalah (Kusumastuti & Fran, 2022). Dalam perkembangannya, telah banyak topik graf yang telah
dikembangkan. Salah satunya adalah pelabelan graf yang telah pertama kali dikenalkan sekitar
tahun 1960-an. Pelabelan graf didefinisikan sebagai suatu fungsi yang memetakan anggota graf
baik titik, sisi, ataupun keduanya ke bilangan bulat non negatif dengan aturan tertentu. Berdasarkan
domainnya pelabelan graf dibedakan menjadi pelabelan titik, pelabelan sisi, dan pelabelan total.
Contoh dari pelabelan titik adalah pelabelan koprima (Komarullah, Slamin, & Wijaya, 2022),
pelabelan prima (Ashokkumar & Maragathavalli., 2015), pelabelan L(2,1) dan lain-lain.

Pelabelan L(2,1) adalah fungsi yang memetakan titik pada suatu graf ke bilangan bulat non
negatif sedemikian sehingga titik yang berjarak satu memiliki mutlak selisih label minimal dua dan titik
yang berjarak dua memiliki mutlak selisih label minimal satu. Griggs dan Roberts pada tahun 1992
mempresentasikan sebuah konsep pelabelan graf dengan jarak dua. Secara matematis, misalkan
diberikan graf G dengan himpunan titk V' (G) dan himpunan sisi E (G) serta u, v € V(G) dengan
d(u,v) menyatakan jarak antara fitk u dan titk v. Pelabelan L(2,1) didefinisikan oleh fungsi
f(V(G) - {0,1,2,...,k} sedemikian sehingga |f(u) — f(v)| =2 jika d(u,v) =1 dan
|f(w) — f(v)| = 1 jika d(u, v) = 2. Label k merupakan label terbesar dari pelabelan L(2,1)
yang disebut dengan span. Setiap graf tentu memiliki lebih dari satu span. Sehingga dalam topik ini,
fokus penelitian adalah mencari nilai minimal span dari graf G yang dinotasikan dengan
A21(G) (Shao, Yeh, & Zhang, 2008).
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Peneliti sebelumnya telah melakukan penelitian terkait pelabelan L (2,1). Griggs dan Yeh pada
tahun 1992 menunjukan bahwa A, 1 (S1,) = n + 1,2,,(C,) = 4, dan A, 1(B,) = 4 (Griggs &
Yeh, 1992). Graf kipas (F,,) dan graf roda (4,) memiliki nilai minimal span yang sama yaitu n + 1
(Fatimah, Sudarsana, & Musdalifah, 2016).Yuri et al pada tahun 2018 mempresentasikan nilai minimal
span pada graf Sierpinski(S;, ,,,) adalah 4 untuk m = 2 dan m = 3 (Sagala & Susiana, 2018). Graf
kerucut (Cy,, ), graf tadpole (T, ,,), dan graf barbel (B,,) memiliki minimal span berturut-turutn + 5,
4, dan 2n — 1. (Komarullah, Halikin, & Santoso, 2022). Ikhsanul dan Hafif pada tahun 2022
membuktikan bahwa A 1 (F,.n) = 2m + 1, 1, (W;™) = mn —m + n — 1 untuk m ganjil dan
A1 (W™) = mn — m + 1 untuk m genap (Halikin & Komarullah, 2022).

Berdasarkan penelitian sebelumnya, maka peneliti akan meneliti tentang pelabelan L(2,1)
pada graf yang berbeda, yaitu graf gurita, graf siput, dan graf ubur-ubur. Graf tersebut dipilih karena
merupakan masalah yang terbuka. Untuk menunjang pembuktian teorema pada penelitian ini, akan
ditunjukkan beberapa lema terkait pelabelan L(2,1) sebagai berikut.

Lema 1. (Lum, 2007) Jika H adalah subgraf dari G, maka A, 1(G) = A, 1 (H).
Lema 2. (Griggs & Yeh, 1992) 1, 1 (S1,) = n + 1.

Lema 3. (Griggs & Yeh, 1992) 4, 1 (C,,) = 4.

Lema 4. (Komarullah, 2020) A, 1 (K1 1,) = t + 3.

METODE PENELITIAN

Metode yang digunukan pada penelitian ini adalah studi literatur yang mengkaji berbagai teori
tentang pelabelan L (2,1) berupa jural, skripsi, tesis maupun karya iimiah yang lainnya. Dalam mencari
nilai minimal span pada graf gurita, graf siput, dan graf ubur-ubur, peneliti menggunakan metode
deskriptif aksiomatik dan metode pendeteksian pola. Metode deskriptif aksiomatik digunakan dengan
cara memaparkan definisi, lema, ataupun teorema terkait pelabelan L (2,1). Metode pendeteksian pola
digunakan untuk mengetahui pola pelabelan yang memenuhi kaidah pelabelan L(2,1) yang
selanjutnya akan digunakan sebagai batas atas pelabelan L(2,1) pada graf gurita, graf siput, dan graf
ubur-ubur.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bagian ini akan dibahas tentang pelabelan L(2,1) dan nilai minimal span graf gurita, graf
siput, dan graf ubur-ubur.
1. Graf Gurita
Graf gurita adalah graf yang dibentuk dari operasi identifikasi titik antara graf kipas (F,) dan graf bintang
(S1.,) pada titik yang mempunyai derajat tertingi. Penotasian titik dan sisi pada graf gurita (0,,) adalah
sebagai berikut.

V(0n) = {vo} U{vy ;i € [L,n]}U{vy;;i € [1,n]}
E(0,) = {170171,1"770172,1';1' € [1,"]} U {171,i171,i+1}i €llLn- 1]}

57



Prosiding Galuh Mathematics National Conference,
Vol.3 No.12023 | Hal 56-62 | ISSN: 3032-2588

Untuk memperjelas penotasian titik pada graf gurita (0,,) dapat dilihat pada Gambar 1.

Py V12 Vi Via vy,

V21 Vaa vy Voy Upy

Gambar 1. Graf Gurita (0,,)

Teorema 5. Untuk setiap bilangan bulatn > 2,1, ,(0,) = 2n + 1.
Bukti. Akan ditunjukkan 4, ; (0,) = 2n + 1. Pandang graf bintang S; ,,, sebagai subgraf dari
graf gurita O,,. Berdasarkan Lema 1 dan Lema 2 diperoleh 1, ,(0,) = /12,1(51,2,1) =2n+ 1.
Terbukti bahwa, 4, 1(0,,) = 2n + 1. Selanjutnya akan dibuktikan 1, 1 (0,) < 2n + 1 dengan
membangun fungsi pelabelan yang sesuai dengan kaidah pelabelan L(2,1). Definisikan fungsi
f(o,) - {0,1,2, ...,2n + 1} sebagai berikut.
f(v) =0
fvy) =25i=12,..,n
f(vy) =2i+1;i=12..,n

Akan dibuktikan bahwa setiap titik yang berjarak satu memiliki mutlak selisih label minimal dua.
a. Selisih label titik vy dan vy ; untuk i € [1,n].

|f o) = fF(v1)| =10 — (20)| = 2i = 2 karena i € [1,n].
b. Selisih label titik v dan v, ; untuk i € [1,n].

|f o) = F(v2)| = 10— (2i + 1)| = 2i + 1 = 2 karena i € [1,n].
c. Selisih label titik v, ; dan vy ;44 untuk i € [1,n].

[f(v1,0) = f(vrisn)| = 120 =200 + D] = 2.
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa setiap titik yang berjarak dua memiliki mutlak selisih label
minimal satu.
a. Selisih label titik v, ; dan v, ; untuk i € [1, n].

If(vii) = f(ve)| = 12i = Qi+ D =1,
b. Selisih label titik v dan v, ; untuk i € [1,n].

|f o) = f(v2,)| = 10— (2i + 1)| = 2i + 1 = 2 karena i € [1,n].
c. Selisih label titik v, ; dan v, ;4 untuk i € [1,n].

If(ve) = f(vpis)| = 12i+1 -2+ D+ 1 =2> 1.
Dapat ditunjukkan bahwa fungsi f memenuhi kaidah pelabelan L(2,1), sehingga terbukti
A21(0,) < 2n+ 1.Karena A,,(0,) = 2n+ 1dan 4,,(0,) < 2n + 1, maka 4, ,(0,) =
2Zn+1.m
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Untuk memperjelas Teorema 5, disajikan contoh pelabelan L(2,1) graf gurita (0,) pada Gambar
2. Berdasarkan Gambar 2 diketahui bahwa 4, ;(0,) = 2(4) + 1 = 0.

i

OlO0J0X0
Gambar 2. Pelabelan L(2,1) Pada Graf Gurita (0,)

2. Graf Siput
Graf siput merupakan graf yang dihasilkan dari operasi identikasi sisi antara graf buku segitiga B,,
dan graf cycle C,. Graf siput dinotasikan dengan SI,, yang memiliki n + 6 titik dan 2n + 6 sisi.
Penotasian titik dan sisi pada graf siput SI,, sebagai berikut.
V(SL,) ={v;i€[1,n+ 6]}
E(SIy) = {vivniz; i € [Ln]} U {vjvn,gi € [1,n]}
U {Vn42Vn44 Vnt3Vnia Vnt2Vn+s Vnt3Vn+s) Vne1Vnsz) VnreVnz}
llustrasi penotasian titik dan sisi pada graf SI,, dapa dilihat pada Gambar 3.

Gambar 3. Graf Siput (S1,,)

Teorema 6. Untuk setiap bilangan bulatn > 1, 1, 1(SI,) = n + 4.

Bukti. Akan ditunjukkan bahwa 24, ;(SI,,) = n + 4. Misalkan graf siput (SI,,) dapat dilabeli
dengan label-label 0, 1, 2, ..., n + 3. Berdasarkan Lema 3 diperoleh bahwa 1, ; (C;) = 4, maka
titik v,,42, V543, Vny3, dan v, , dilabeli secara berturut-turut 0,3,1, dan 4.Titik v; berjarak satu
dengan titik v,,, 4 dan titik v,,, 5, sehingga titik v; hanya dapat dilabeli dengan label 5, 6, ..., n +
3. Titik v; memiliki n titik sedangkan label pada, 6, ..., n + 3 berjumlah n — 1 label. Karena titik
v; dan titik v; ., berjarak satu, maka titik tersebut tidak bolen mempunyai label yang sama atau
mutlak selisih labelnya minimal satu. Berdasarkan prinsip saran merpati, terdapat 2 titik yang
memiliki label sama. Sehingga dibutuhkan satu label selain label-label 0, 1, 2, ..., n + 3. Terbuki
bahwa  4,:(SI,) =n + 4. Selanjutnya akan ditunjukkan A,,(SI,) <n+4 dengan
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membangun fungsi pelabelan pada graf siput (SI,). Definisikan fungsi f(V(SI,) —
{0,1,2,...,n + 4} sebagai berikut.

f(vn+1) =5
f(vn+2) =0
f(vn+3) =1
f(vn+4) =3
f(vn+5) =4
f(vn+6) =2

fv)=i+4i€[l,n]

Jelas bahwa setiap titik yang berjarak satu memiliki mutlak selisih label minimal dua dan titik yang
berjarak dua memiliki mutlak selisih label minimal satu. Sehingga terbukti A, ; (SI;) < n + 4.
Karena A, (SI,) =n+ 4 dan A,,(SI,,) < n + 4, maka terbukti bahwa A, ,(SI,,) =n +
4. m

Sebagai contoh disajikan pada Gambar 4 pelabelan L(2,1) pada graf siput (SI3) dengan
/12'1(513) = 3 + 4' = 7

Gambar 4. Pelabelan L(2,1) Pada Graf Siput (S13)

3. Graf Ubur-Ubur
Graf ubur-ubur merupakan graf yang dibentuk dengan melakukan operasi identifikasi titik masing-

masing satu graf bintang S, ,,, pada dua titik graf buku segitiga B,, yang memiliki derajat n + 1.
Graf ubur-ubur dinotasikan dengan (J;,,,,) memiliki 2m + n + 2 titk dan 2m + 2n + 1 sisi.
Penotasian titik dan sisi pada graf ubur-ubur sebagai berikut.
V(Jmn) = wsi € [L,n]} U {w; ) € [1,m]} U {wy; k € [1,m]}
E(]m,n) = {vive; i € [1,n]} U {v;vg; i € [1,n]} U {vowy; k € [1,m]} U {vou;; j
€ [1,m]}

w,

Gambar 5. Graf Gurita (J, )
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Teorema 7. Untuk setiap bilangan bulatn > 2 dann > 1, 251 (Jyn) = m +n + 3.
Bukti. Akan ditunjukkan bahwa A, 1 (J;,n) < m + n + 3. Berdasarkan Lema 4 4, ; graf buku
segitiga (B,) = n + 3. Setiap titik pada graf bintang S; ,,, berjarak dua dengan titik v; sehingga
harus memiliki label berbeda dengan v;. Titik-titik pada graf bintang S; ,,, berjarak dua antara satu
titik dan lainnya. Sehingga diperlukan m label untuk melabeli titik pada graf bintang. Terbukti
A21(Jmn) =m+n+3. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa A, 1(Jyn) Sm+n+3
dengan membangun fungsi pelabelan pada graf ubur-ubur (J,,,). Definisikan fungsi
f(W({Jmn) = {0,1,2,...,m + n + 3} sebagai berikut.
0 :;i=0
fw)=32 ;i=0
i+3i=12,..,n
flu)=j+7j=12.m
fw ) =k+7k=12,...,m

Jelas bahwa fungsi f memenuhi kaidah pelabelan L(2,1), sehingga Az,l(]m,n) <m+n+3.
Karena A5 1(J;mn) = m+n+3 dan Ay1(Jmn) < m+n+ 3, maka terbukti Ay 1 (Jinn) =
m+n+3.m

Sebagai contoh disajikan pada Gambar 6 pelabelan L(2,1) pada graf ubur-ubur (J, ,) dengan
A31(Jss) =4+4+3 =11

Gambar 6. Pelabelan L(2,1) Pada Graf Ubur-Ubur (/4 4)

KESIMPULAN
Berdasarkan hasil dan pembahasan didapatkan kesimpulan sebagai berikut.
1. Graf gurita (0,,) untuk setiap bilangan bulatn > 2, 4,,(0,) = 2n + 1.
2. Graf siput (ST,,) untuk setiap bilangan bulatn > 1, 1, ;1 (SI,,) = n + 4.
3. Graf ubur-ubur (J,, ,) untuk setiap bilangan bulatn > 2dann > 1,2, ; (Jjn) =m +n +
3.

REKOMENDASI

Berdasarkan hasil penelitian didapatkan minimal span pada graf gurita, graf siput, dan graf
ubur-ubur. Peneliti merekomendasikan kepada peneliti selanjutnya untuk mencari minimal span
pada kelas graf berbeda atau graf hasil operasi. Selain itu peneliti menyarankan agar hasil label
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dari pelabelan L(2,1) yang bersifat unik ini dapat diterapkan sebagai kunci untuk mengenkripsi
atau mendekripsi teks dalam bidang keilmuan kriptografi.
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