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B ABSTRACT
The action of a group G on a non-empty set X is a mapping G X X — X defined by (g, x) = g and satisfying
the properties @@= x and gl(hx) = (gh)x for all x € X and g, h € G where ¢ is the identity element in

group G and this is equivalent t@ythe existence of a group homomorphism p: G — Bij(X) defined by
p(g) = p, € Bij(X). Then the action of a group G in a topological space X7 obtains a homeomorphic topological
space with a space consisting of all orbits in the X7, topological space, namely G,"Jﬂ'.n,p = {[x]lx € X’I'up}' If

group Gis a unit circle group i.e. S' acting on a topological space 52! then the factor space will be homoemorphic on
an n-dimensional complex projective space i.e. CPn.
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ABSTRAK

Aksi dari sebuah grup G pada sebuah himpunan tak-kosong X adalah sebuah pemetaan & X X — X yang
didefinisikan dengan (g, x) = gx dan memnuni sifat ex = x dan g(hx) = (gh)x untuk semua x € X
dan g, t € G dimana € adalah elemen identitas pada grup & dan ini ekuivalen dengan adanya suatu homomorfisma
grup p: G — Bij(X) yang didefinisikan dengan p(g) = p, € Bij(X). Kemudian aksi suatu grup & pada
suatu ruang topologi X, memperoleh sebuah ruang topologi yang homeomorfik dengan ruang yang terdiri dari
semua orbit-orbit pada ruang topologi XTnp yaitu G/X'rup = {[x]lx EXTB]:}' Jika grup G adalah grup
lingkaran satuan yaitu st yang beraksi pada suatu ruang fopologi gintl
pada ruang proyektif kompleks berdimensi-n yaitu CP™,

maka ruang faktornya akan homoemorfik

Kata Kunci: Aksi, Grup, Homeomorfik, Kompleks, Proyektif, Topologi.

Cara sitasi Amam, A. & Noto, M. S. (2019). Judul Ditulis dalam Bahasa Indonesia. Teorema: Teori dan Riset
Matematika, x (x), xx-xx.
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PENDAHULUAN

Jika diberikan sebuah grup G dan sebuah himpunan tak-kosong X maka sebuah aksi dari
grup G pada himpunan X adalah pemetaan G X X — X yang didefinisikan dengan (g, x) — gx
dan memnuhi sifat ex = x dan g(hx) = (gh)x untuk semua x € X dan g,h €6 dimana e
adalah elemen identitas pada grup &. Gagasan mengenai aksi dari grup & pada himpunan X akan
ekuivalen dengan adanya suatu homomorfisma grup p: G — Bij(X) yang didefinisikan dengan
p(g) = p, € Bii(X) dimana Bij(X) adalah grup dari semua pemetaan bijektif dari himpunan X
kedirinya sendiri bersama dengan operasi komposisi fungsi dan p, (x) = gx untuk semua x € X.
Untuk gagasan mengenai relasi ekuivalen, kelas-kelas ekuivelan dan ruang faktornya juga sudah
familiar dan kemudian pada himpunan X didefinisikan sebuah relasi ~ yaitu sebagai berikut:

xwy ¥ IgeG3p,(x)=y

untuk x dan ¥ di X. Jelas relasi ~ adalah relasi ekuivalen dan kelas ekuivalensi yang memuat x
adalah [x] = {y € X|x~y}= {y € X|p, (x) = y untuk suatu g € G } = {gxlg € 6}
(katakan [x] sebagai orbit dari x). Himpunan faktor yang terdiri dari semua orbit-obit pada
himpunan X akan dinotasikan dengan X /6 = {[x]|x € X}.

Dari gagasan mengenai aksi suatu grup G pada suatu himpunan tak-kosong X akan meluas
ke dalam aksi suatu grup G pada suatu ruang topologi X+, sehingga kita memperoleh sebuah
ruang topologi yang homeomorfik dengan ruang yang terdiri dari semua orbit-orbit pada ruang
topologi X1, dan katakan ruang topologi tersebut dengan ruang faktor dan dinotasikan ruang faktor
tersebut dengan ¥ /6 = {[x]|x € Xy, }. Dalam kajian topologi jelas bahwa lingkaran satuan
&' = {z € €]|z| = 1} adalah sebuah grup terhadap operasi perkalian. Pada grup &' akan
didefinisikan sebuah aksi pada sebuah ruang topologi yaitu sphere berdimensi 2n + 1 yaitu sebagai
berikut:

8"l ={(z,,..,2z,,) € ‘E”+1|Z,"=+1lzfz-f = 1}

Pertanyaannya adalah, adakah sebuah ruang topologi yang cukup bagus yang homeomorfik
dengan ruang faktor *** /7. Jika ada sebuah ruang topologi yang homeomorfik dengan ruang
faktor 5" "1 /' maka akan dikaji selanjutnya mengenai keberadaan ruang-ruang topologi yang
homeomorfik dengan ™ /&', Menariknya dari ruang faktor £* /&' adalah untuk melihat sifat-sifat
topologis dari sphere berdimensi-n yang beraksi pada grup lingkaran satuan S*.

METODE PENELITIAN

Penelitian ini dilakukan dengan langkah-langkah sebagai berikut:

1. Mendefinisikan sebuah aksi dari grup lingkaran satuan &* pada sphere §2=+1,
2. Mengkonstruksi sebuah pemetaan kontinu r: €*** — {0} — g*¥1,

3. Dengan gagasan mengenai konstruksi ruang faktor, diperoleh sebuah pemetaan kontinu
f:CP™ — 82+ sl dan dibuktikan bahwa pemetaan f£ adalah homeomoerfisma.




‘OMm: eorema: Teori dan Riset Matematika Vol xx, No. xx, September xxx, pp. x-xx
"[ “lll T Teori dan Riset M ika Vol Ni S be
' ek masamatina p-ISSN 2541-0660, e-ISSN 2597-7237 © 2019

https://jurnal.unigal.ac.id/index.php/tecrema/index

HASIL DAN PEMBAHASAN
Gagasan mengenai pemetaan kontinu, pemetaan terbuka dan homeomorfisma dapat
dijumpai pada [2]. Diberikan sebuah grup & dan sebuah ruang topologi X dan himpun semua

homeomorfisma pada X dan notasikan himpunan tersebut dengan Homeo(X). Himpunan
Homeo(XX) membentuk semua grup terhadap operasi komposisi fungsi, dan dari himpunan
Homeo(X) akan didefinisikan sebuah aksi dari grup & pada ruang topologi X sebagai suatu
homomorfisma grup

p: G — Homeo(X)

Jka 6 = 8'= {z € €l||z| = 1} adalah sebuah grup terhadap operasi perkalian dan
diberikan sebuah ruang topologi yaitu sphere berdimensi 2n + 1 yaitu sebagai berikut:

82+ = (2,00, Zpyy) € T E2H 2,7, = 1)

maka dapat dibentuk sebuah pengaitan dari S' pada sphere &***

p: &' — Homeo(E****) dan didefinisikan sebagai berikut:

yaitu
pz:52n+1 —3 52n+1

dengan p.((zy, 1 Zps1)) = (2.2, s 2. Z0gy) UNtUK sBliap (ZgsemsZysy) €S dan
pengaitan tersebut adalah well-defined.

Sifat 1.1. Pemetaan p: ' — Homeo(5*"**) adalah homomorfisma grup.
Bukti:
Ambil sembarang ¥, z € §*,
Jelas p,.: "1 — §¥*1 € Homeo($™*1).
Ambil sembarang (zy, .., 2,2 1) € 7L
Jelas p‘,z((zl, ...,znﬂ)) = ((yz)zl, - (yz)znﬂ) = (y(zzl),...,y(zznﬂ))
=5, (G211 220)) = £, (Pu((21 - 200)))

= (pypz)((zl, “"zn'i'i))'
Jelas p,.. = p,,p. atau dengan kata lain p(yz) = p, p. untuk setiap v, z € s
Jadi pemetaan p: 8 — Homeo(S****) adalah homomorfisma grup.

Kemudian didefinisikan sebuah relasi ~ pada X yaitu sebagai berikut:
x~y EJgEGD pg(x) =y
untuk suatu p, € Homeo(X).
Eezrema 1.2. Relasi ~ pada X adalah relasi ekuivalen.
ukti:

(). Ambil sembarang x € X.
Pilih e € G sebagai elemen identitasnya.
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Definisikan p, = 1, € Homeo(X).
Jelas pg(:r) =1,;(x) ==
Jadi relasi ~ bersifat refleksif.
(i).  Ambil sembarang x,y € X yang sifatnya x~y.
Karena x~y, jelas 3g € G 3 p, (x) = y untuk suatu p, € Homeo(X).
Karena Py € Homeo(X), jelas pgl € Homeo(X).

Karena p, (x) = y, jelas y = p; * (x).
Jelas y~x.
Jadi relasi ~ bersifat simetrik.
(iii).  Ambil sembarang x, ¥, z € X yang sifatnya x~y dan y~z.
Jelas 3gy, 9, € G 3 py_(x) =y dan p,_(¥) = z untuk suatu p,;_.p,_ € Homeo(X).
Karena Pg, Py, € Homeo(X), jelas Py, Py, € Homeo (X).

Jelas Pg, Py, (x) = z.
Jelas x~z.
Jadi relasi ~ bersifat transitif.

Kelas ekuivalensi yang memuat x € X adalah [x] = {y € X|y~x} dan himpunan
faktornya akan dinotasikan dengan X /G = {[x]|x € ¢}. Dari contoh sebelumnya diperoleh
sebuah himpunan faktor yaitu sebagai berikut:

g2l gl = {[(z), . 2,590 ]2 (240 -0 2,054 ) € 8 F1]

Lemma 1.3. Jika diberikarfgebuah pemetaan kontinu f: X — X dan ¥ subruang dari X yang
sifatnya f(X) ©¥ maka pemetaan g:X — ¥ yang didefinisikan dengan g(x) = f(x) untuk
setiap x € X adalah kontinu.
Bukti:
Ambil sembarang x € X dan sembarang lingkungan buka U dalam ¥ dari g(x).
Karena U buka dalam ¥, jelas U = V" M ¥ untuk suatu himpunan buka V" dalam X.
Karena g(x) = f(x) untuk setiap x € X, jelas f(x) = g(x) e U=V Y.
Jeasx € fFAHW) = FAvNY)=FWINFY) c (V).
Karena f kontinu dan V buka dalam X, jelas £ (V") juga buka dalam X.
Jelas x € F7H(V).
Pilih U, = £~*(V) adalah lingkungan buka dari x.
Jelas g(U,) = g(f (V) = {g(a)la € F*(V)}
={g(a)lf(a) eV}
= {g(a)lg(a) € V}
=V
Jadi g: X — Y adalah pemetaan kontinu.

Teorema 1.4. Pemetaan r: €™ — {0} — &**** yang didefinisikan sebagai berikut:

.r((zl, ...,zn)) — (%' ---.zrz*il)
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adalah kontinu dengan z = (zy, «s Zppsq ).

Bukti:

Jelas pemetaan identitas 1 mes_gg:€"*t — {0} — €™*! — {0} adalah kontinu dan &****
adalah subruang dari ©*** — {0}.

Karena ﬁ € C adalah skalar, jelas pemetaan f 1gnes_gy: €™ — {0} — €™*** — {0} yang

didefinisikan dengan £((zy, ..., z,)) = | | Enqu_{o}((zl, wZp)) = (Izl ’zr;l)juga kontinu.
Jelas f(c™** — {0}) c g*=*1

Bentuk pemetaan ri G — {0} — g+ yang didefinisikan dengan
Gy 2) = (2 2) = (lxl ELT‘)-

Berdasarkan Lemma 1.3, jelas pemetaan r= €™ — {0} — &**** kontinu.

Jadi pemetaan = €*** — {0} — %% adalah kontinu.

Kemudian akan diperkenalkan sebuah ruang topologi yang berisikan semua garis-garis yang
melalui titik pusat koordinat dari ruang Euclidean kompleks ©*** yaitu ruang proyektif kompleks dan
dinotasikan dengan TP™. Ruang Proyekiif kompleks TP™ ini telah diketahui memiliki struktur
manifold yaitu manifold kompleks.

Teorema 1.5. Pengaitan f: CP™ —s &**1 /&1 yang didefinisikan sebagai berikut:

fllzy: iz 1) = [(Izl |“z+|1)]§1

adalah bijektif.
Bukti:
().  Dibuktikan pengaitan f: CP™ — §2**1 /8! adalah well-defined.

Ambil sembarang [z e 2 Vpsa b [242 o 1 2544] € TP yang sifatnya

Dz e :¥nsa] = [242 e 1 204 ]
Jelas (¥, -\ ¥psq) = kl(xy, ..o, %, ) untuk suatu k € € dengan k = 0.
Jelas ¥; = kx; untuk suatu k& € € dengan k # 0 dengani =1, ...,n+ 1.
Tulis ¥ = (¥4 vy Vysq) dan z = (Zy, ey Zppay ).

¥ Fnsa § — kz, kEZpyy — k (= Znes
Jelas (|y[ A ) ( ) .

I»l Irll=]” """ aell=] Lol NIzl ™" =]

Tulis 2 = il es!.

Jelas ( ,"""“) = ﬁ.(ﬁ, z"”).

Iy =] I=]

Jelas [(. v ) = (G-

Jelas f([yy: - )'n+1]) f([z;: w2 Zpgq]).
Jadi pengaitan f :CP™ — ™% /81 adalah well-defined.

(i).  Ambil sembarang [J’1= s i ¥pg 1 o [Z43 e 2 2] € CP™ yang sifatnya
FDy: 2 ¥pa]) = Flz)2 - 244 ]).

Jelas [(bl ’F;T‘)] _[(|=| EFQ‘)]

Jelas (| , ",\“,ﬁl) = A(f:] “lf“]') untuk suatu A € S*.
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1 A
Jelas L\_'l(y]" s V1) = i (Zgwees Zppag )-

Alyl
Jelas (}’11--- VYat1) =75 = (Zy0 - Zpsa)-

I=]

Jelas [¥y: v i¥44] = [24 n+1]
Jadi pemetaan f: CP™ — Sz" “/81 adalah injektif.

i).  Ambil sembarang [a].: € S***1 gt
g lajg

Tulis [a]lg = [(zy, -0 Zpsq )]s
Pilih & = (Zyy s Zy34) € 871 C €™ — {0].

Karena a = (Zg, w1 Zp3q) € 5FL, Jelas
r(a) =r{(zp 1 Zp41)) = (I?I’ ...,1’;‘) = (Zysees Znpr)-

Pilih B = [2y, e Z,4,] € CP™.

CEF(ORT{(CHNENN ) By [CRNC ] IE] (CHREIN) B

1=

Jadi pemetaan f: CP™ — £ /8% adalah adalah surjektif.

Sekarang pandang diagram berikut ini:

r
Cn+1 _ {0} > Szrl'i'l
T q
Y A\
EPH > Szﬂi-lfsl
f
[Diagram 1]

Sembarang z = (2, -, Zpsq) € €1 — {0} berlaku r((zy, ..., Zps4)) = (a zru) dan

n((zl, ,zﬂﬂ)) =24z ez 2Zp44] Jelas

(G mrzaea)) = ( (2 52)) = [ - 2. dan

f(n((zl, ...,znﬂ))) = f(lzy: 2 Zp5q]) = [(‘zl .,"““)]sl_ Jelas gor = fom dengan

=]
kata lain Diagram 1 tersebut adalah komutatif. Jelas bahwa pemetaan proyeksi m, g adalah surjektif
kontinu dan terbuka dan pemetaan r juga kontinu.
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Teorema 1.6. Pemetaan f: CP™ — &2 *1 /5! adalah kontinu.

Bukti:

Ambil sembarang himpunan buka U dalam §**** /&*,

Karena g kontinu, jelas g ~* (U) adalah buka dalam S****.

Karena r kontinu, jelas ¥~* (g *(¥) ) adalah buka dalam C"** — {0].

Jelas 7~ (g 71(U)) = (g = r) (V) buka dalam €*** — {0}.

Karena Diagram 1 di atas adalah komutatif, jelas g o7 = f o .

Karena g or = f a m dan (g = )" (U), jelas (f = = )"*(U) buka dalam ©*** — {0}.
Jelas (f e w ) (V) == *(f*(U)) buka dalam ©*** — {0}.

Karena i adalah pemetaan terbuka, jelas n(n‘l(f‘l (U))) = () buka dalam TP™.
Jadi diperoleh jika U adalah sembarang himpunan buka dalam §***1 /&' maka f~*(U) adalah
juga himpunan buka dalam CP™.

Jadi pemetaan f: CTP™ — §2**1 /8 adalah kontinu.

Teorema 1.7. Pemetaan £ ~*: "+ /& —s ©P™ yang didefinisikan sebagai berikut:

f_l([(zin s Zga )52 ) = [Zg5 a1 Zpp4q ]

adalah invers dari pemetaan f: CP™ — §*" %15
Bukti:
(i). Ambil sembarang [z;:...: 2,4, ] € CP™.

Jelas (f 1o lzz e zpeq]) = f_l(f([zi: :zn,'_i]:))

=f1 ([(I?I 3?;]1)]5‘)

= [21: — Zn+1]

Jadi f 1o f = 1.pm.

(i).  Ambil sembarang [(z;, .., Z,09 )] 52
Jelas (f = £ ) ([(zy, - » Zps)]er) = F(F [z 0 Zps0)]2))
= f([21: ks zu+1])

= [(z4 - Zas )]s
Jadi f °f_1 = 15’""‘";‘5‘-

Dari (i) dan (i), jelas pemetaan f~*:8*"*!/8' — CP™ adalah invers dari pemetaan
f: CP™ — S?n +1/51_

Lemma 1.8. Jika diberikan fungsi f adalah kontinu dan terbuka, fungsi i adalah kontinu, maka
setiap fungsi g yang memenuhi sifat h = gf adalah kontinu.

Bukti:

Untuk setiap fungsi g, tulis f: X — ¥, g: ¥ — Z dan h: X — Z yang sifatnya h = gf dengan f
adalah kontinu dan terbuka dan g kontinu.

Ambil sembarang himpunan buka U dalam Z.

Karena g kontinu, jelas A~ (/) buka dalam X.

Karena f adalah terbuka, jelas f(h (/) ) buka dalam ¥
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Karena h = gf, jelas g (F(h™ (1)) = (o) (k1)) = h(h*()) < U
Jadi fungsi g adalah kontinu.

Lemma 1.9. Komposisi dari dua buah fungsi kontinu dan terbuka adalah kontinu dan terbuka.
Bukti: Silakan lihat pada Dugundii.

Lemma 1.10. Pemetaan r: ©*** — {0} — &*"** adalah pemetaan terbuka.
Bukti:
Ambil sembarang himpunan buka U dalam ©*** — {0}.

Jelas () = [(Zl'""znﬂ) (E, :ZFTT) € SEHH]'
Jelas r(U) = (€™ — {0}) N &**** sedangkan C"** — {0} buka dalam dirinya, akibatnya
r(U) buka dalam §*"**.

Jadi pemetaan r: €™ — {0} — &*™*! adalah pemetaan terbuka.

Sekarang pandang diagram berikut ini:

Cn+1 _ {0} > Sln'l'l

v v
EPN < 52ﬂ+1/81
f—l

[Diagram 2]

Sembarang z = (2, ., Zye1) € ™ — {0} berlaku r((zy, -, 2p04)) = (zl ﬁ) dan

l=]" 7" [

7((zy0 0 Zps1)) = [235Za]. Jelas
q (.}-((Zl, ...,znﬂ))) =q (([?I’ __,_zlfl;l)) — [(a, ""anzT)] . dan
i (q (r‘((zi, ...,zn+1)))) = f1 ([(%, ...,KF:]')]EI) = a: ...:sz"l"] =[zgimiZ 4] =

W((zls s Zpi) )
Jelasm=flogor; dengan kata lain Diagram 2 tersebut adalah komutatif.

Teorema 1.11. Pemetaan f~*: 8" ** /&' — TP adalah kontinu.

Bukti:

Berdasarkan Lemma 1.10, jelas pemetaan r adalah terbuka.

Karena pemetaan g dan r adalah terbuka, berdasarkan Lemma 1.9, jelas g = r adalah terbuka.
Karena pemetaan m adalah kontnu dan g er adalah terbuka serta memenuhi sifat
7= flegoerdan Diagram 2, berdasarkan Lemma 1.8, jelas pemetaan £+ adalah kontinu.
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Jadi pemetaan £ ~*: " *! /8! — CP™ adalah kontinu.

Berdasarkan Teorema 1.5, Teorema 1.6, Teorema 1.7 dan Teorema 1.8 diperoleh bahwa
pemetaan f: CP™ — S "1 /8! adalah kontinu, bijektif dan inversnya kontinu; dengan kata lain
bahwa pemetaan f: CP™ — §**¥1 /&* adalah homeomorfisma.

KESIMPULAN

Simpulan dari tulisan ini adalah bahwa jika diberikan sebuah grup lingkaran satuan
G=8'={zec|z] =1} dan sebuah sphere berdimensi-2n + 1 yaitu
$7H = {(z, .0 Zpyq) ECHY| Z 2,2, = 1} maka ruang faktornya yaitu
grlysl = {[(z,, ., 2,00 )] (24, o0 2,04 ) € $7771) akan homeomorfik ke ruang proyektif
kompleks berdimensi-n yaitu TP™ melalui homoemorfisma f:CP™ — 82" ¥l 8l yang
didefinisikan sebagai berikut:

Fllzg: iz = (2 - 2222

lz]" ™" |zl

gt
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