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ABSTRACT
The action of a group G on a non-empty set X is a mapping G X X — X defined by (g, x) +— gx and satisfying the
properties ex = x and g(hx) = (gh)x forall x € X and g, h € G where ¢ is the identity element in group G and
this is equivalent to the existence of a group homomorphism p: G — Bij(X) defined by p(g) = p4 € Bij(X).
Then the action of a group G in a topological space Xtop Obtains a homeomorphic topological space with a space
consisting of all orbits in the Xrop topological space, namely G /Xrop = {[x]|x € X1op}. If group G is a unit circle

group i.e. S' acting on a topological space Sz then the factor space will be homoemorphic on an n-dimensional
complex projective space i.e. CP.
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ABSTRAK

Aksi dari sebuah grup G pada sebuah himpunan tak-kosong X adalah sebuah pemetaan G X X — X yang
didefinisikan dengan (g, x) +— gx dan memenuhi sifat ex = x dan g(hx) = (gh)x untuk semua x € X dan
g, h € G dimana e adalah elemen identitas pada grup G dan ini ekuivalen dengan adanya suatu homomorfisma grup
p: G — Bij(X) yang didefinisikan dengan p(g) = p, € Bij(X). Kemudian aksi suatu grup G pada suatu ruang
topologi X, memperoleh sebuah ruang topologi yang homeomorfik dengan ruang yang terdiri dari semua orbit-orbit
pada ruang topologi Xrop Yaitu G /Xpop = {[x]|x € Xrop}. Jika grup G adalah grup lingkaran satuan yaitu S*
yang beraksi pada suatu ruang topologi $?™** maka ruang faktornya akan homoemorfik pada ruang proyektif kompleks
berdimensi-n yaitu CP™.
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PENDAHULUAN

Ruang faktor dalam kajian topologi umum memainkan peranan penting dalam cabang
matematika seperti geometri diferensial, topologi aljabarik atau topologi geometrik. Kontruksi dari
ruang faktor bisa ditemukan dalam (Munkres, 2000) dan salah satu contoh kegunaan ruang faktor
adalah untuk mengkonstruksi sebuah torus dan torus ini sangat penting dalam kajian geometri
diferensial, topologi aljabarik atau topologi geometrik karena memiliki struktur diferensial sebagai
manifold. Ruang faktor dari ruang topologi X juga bisa dikonstruksi melalui aksi dari sebuah grup
pada ruang topologi tersebut. Jika diberikan sebuah grup G dan sebuah ruang topologi X maka
sebuah aksi dari grup G pada himpunan X adalah pemetaan G X X — X yang didefinisikan
dengan (g, x) — gx dan memnuhi sifat ex = x dan g(hx) = (gh)x untuk semua x € X dan
g, h € G dimana e adalah elemen identitas pada grup G. Gagasan mengenai aksi dari grup G pada
ruang topologi X akan ekuivalen dengan adanya suatu homomorfisma grup p: G — Homeo(X)
yang didefinisikan dengan p(g) = p, € Homeo(X) dimana Homeo(X) adalah grup dari semua
homeomorfisma dari ruang topologi X kedirinya sendiri bersama dengan operasi komposisi fungsi
dan pg(x) = gx untuk semua x € X. Untuk gagasan mengenai relasi ekuivalen, kelas-kelas
ekuivelan dan ruang faktornya juga sudah familiar dan kemudian pada ruang topologi X didefinisikan
sebuah relasi ~ yaitu sebagai berikut:

x~y € 3IgEG3py(x) =y (1)
untuk x dan y di X. Jelas relasi ~ adalah relasi ekuivalen dan kelas ekuivalensi yang memuat x
adalah [x] = {y € X|x~y} = {y € X|pg(x) = yuntuk suatu g € G} = {gx|g € G}

(katakan [x] sebagai orbit dari x). Himpunan yang terdiri dari semua orbit-orbit pada ruang topologi
X akan dinotasikan dengan X/G = {[x]|x € X} bersama dengan topologi faktor padanya dan
katakan X /G sebagai ruang faktor.

Pada penelitian sebelumnya, (Massey, 1973) telah mengkonstruksi ruang faktor dari bidang
proyektif kompleks CP? dengan mengidentifikasi dua titik (dengan kata lain koordinat homogennya
adalah konjugat satu sama lain) dan menghasilkan ruang topologi yang sangat bagus yaitu sphere
berdimensi-4 yang dinotasikan dengan S$*. Pada tulisan ini, penulis akan menyajikan bahwa ruang
faktor dari sphere berdimensi 2n + 1 yaitu sebagai berikut:

(2)

S = {(zy, ..., 2y41) € CVPY X1 2,2, = 1}

Yang aksi pada sebuah grup (Hundly, 2009) yaitu S* = {z € C||z| = 1} menghasilkan
ruang topologi yang sangat bagus yaitu ruang proyektif kompleks berdimensi-n yang dinotasikan
dengan CP™. Konstruksi dari sifat-sifat topologis dari CP™ bisa ditemukan dalam (Agustito et al.,
2021). Ruang proyektif kompleks CP™ adalah ruang faktor $2™*1 /St dikontruksi melalui sebuah
homeomorfisma di antara CP™ dan $?"*1 /S dan ini bisa ditemukan dalam (Bauer et al., 2015).
Homeomorfisma di antara CP™ dan $?"*1/S! dalam tulisan ini bukanlah hal baru tetapi penulis
akan memberikan beberapa hal baru ketika membuktikan homeomorfisma di antara CP™ dan
§2n+1 /St yaitu pada Lemma 1.8 dan Lemma 1.10. Seluruh pembuktikan dalam tulisan ini akan
disajikan secara detail mengingat sepanjang sepengetahuan penulis mengenai homeomorfisma di
antara CP™ dan $2™*1/S? dalam berbagai literatur kurang ditulis secara detail.

METODE PENELITIAN
Penelitian ini merupakan studi literatur mengenai konstruksi ruang factor. Penelitian
dilakukan dengan langkah-langkah sebagai berikut:
1. Mendefinisikan sebuah aksi dari grup lingkaran satuan S* pada sphere $2+1
2. Mengkonstruksi sebuah pemetaan kontinu r: C**1 — {0} — §27+1,
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3. Dengan gagasan mengenai konstruksi ruang faktor, diperoleh sebuah pemetaan kontinu
f:CP" — §27*1/§1 dan dibuktikan bahwa pemetaan f adalah homeomoerfisma.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Gagasan mengenai pemetaan kontinu, pemetaan terbuka dan homeomorfisma dapat
dijumpai pada (Dugundiji, 1966). Diberikan sebuah grup G dan sebuah ruang topologi X dan himpun
semua homeomorfisma pada X dan notasikan himpunan tersebut dengan Homeo(X). Himpunan
Homeo(X) membentuk semua grup terhadap operasi komposisi fungsi, dan dari himpunan
Homeo(X) akan didefinisikan sebuah aksi dari grup G pada ruang topologi X sebagai suatu
homomorfisma grup.

p: G — Homeo(X)

Jka G =S'={z€C(||z| =1} adalah sebuah grup terhadap operasi perkalian dan
diberikan sebuah ruang topologi yaitu sphere berdimensi 2n + 1 yaitu sebagai berikut:

§¥n+l = {(Zp iy Zny1) € Cn+1| Zln:ll zZiZ; = 1}

maka dapat dibentuk sebuah pengaitan dari S* pada sphere $2**1 yaitu p: S — Homeo(S$?"**1)
dan didefinisikan sebagai berikut:
Dy §2n+1 — §2n+1

dengan p,((zy, ..., Zn+1)) = (2. 24, .., 2. 2p11) UNtUK setiap (zy, ..., z,41) € S?™* dan pengaitan
tersebut adalah well-defined.
Sifat 1.1. Pemetaan p: S — Homeo(S$?"*1) adalah homomorfisma grup.
Bukti:
Ambil sembarang y, z € S.
Jelas p,,: $™1 — §2"*1 € Homeo(S*™*1).
Ambil sembarang (zi, ..., Zy4+1) € S?™*1.
Jelas py,((z1, ) Zns1)) = (0221, o, W2 Zns1) = (¥(221), ..., Y (22041))

= Py((ZZp ---'ZZn+1)) =Py (Pz((zp ---'Zn+1)))

= (pypz)((zlv ---'Zn+1))-
Jelas p,, = p,p, atau dengan kata lain p(yz) = p,p, untuk setiap y, z € S*.
Jadi pemetaan p: S — Homeo($?**1) adalah homomorfisma grup.

Kemudian didefinisikan sebuah relasi ~ pada X yaitu sebagai berikut:

X~y E3gEGIpy(x) =y
untuk suatu p, € Homeo(X).

Teorema 1.2. Relasi ~ pada X adalah relasi ekuivalen.
Bukti:
(i). Ambil sembarang x € X.
Pilih e € G sebagai elemen identitasnya.
Definisikan p; = 1y € Homeo(X).
Jelas py(x) = 1x(x) = x.
Jadi relasi ~ bersifat refleksif.
(ii). Ambil sembarang x, y € X yang sifatnya x~y.
Karena x~y, jelas 3g € G 3 py(x) = y untuk suatu p, € Homeo(X).
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Karena p, € Homeo(X), jelas p;! € Homeo(X).
Karena p,(x) =y, jelas y = pg*(x).
Jelas y~x.
Jadi relasi ~ bersifat simetrik.
(). Ambil sembarang x, y, z € X yang sifathya x~y dan y~z.
Jelas 3g,, 9, € G 3 py, (x) = y dan p,, (y) = z untuk suatu p, , p,, € Homeo(X).
Karena pg,, pg, € Homeo(X), jelas pg,p,, € Homeo(X).
Jelas pg,pg, (%) = z.
Jelas x~z.
Jadi relasi ~ bersifat transitif.

Kelas ekuivalensi yang memuat x € X adalah [x] = {y € X|y~x} dan himpunan faktornya
akan dinotasikan dengan X/G = {[x]|x € G}. Dari contoh sebelumnya diperoleh sebuah himpunan
faktor yaitu sebagai berikut:

SZn-l—l/sl = {[(le "'IZn+1)]S1|(Z1F ---on+1) € SZTH—l}

Lemma 1.3. Jika diberikan sebuah pemetaan kontinu f:X — X dan Y subruang dari X yang
sifatnya f(X) < Y maka pemetaan g: X — Y yang didefinisikan dengan g(x) = f(x) untuk setiap
x € X adalah kontinu.
Bukti:
Ambil sembarang x € X dan sembarang lingkungan buka U dalam Y dari g(x).
Karena U buka dalam Y, jelas U = V N Y untuk suatu himpunan buka V dalam X.
Karena g(x) = f(x) untuk setiap x € X, jelas f(x) = g(x) e U=V NY.
Jelasx € fH(U) =V NY) =f1WVNFHY) < f7HW).
Karena f kontinu dan V buka dalam X, jelas £ ~1(V) juga buka dalam X.
Jelas x € f~1(V).
Pilih U, = f~1(V) adalah lingkungan buka dari x.
Jelas g(Uy) = g(F*(V)) = {(g(@la € f71(V)}
={g()If(a) eV}
={g(@)lg(a) €V}
=V
Jadi g: X — Y adalah pemetaan kontinu.

Teorema 1.4. Pemetaan r: C*** — {0} — $2"*! yang didefinisikan sebagai berikut:

Z Zn+1)

|z|” ™ el

r((zl, ...,zn)) = (

adalah kontinu dengan z = (z4, ..., Zp41)-
Bukti:
Jelas pemetaan identitas 1¢n+1_gg): C*** — {0} — C™*! — {0} adalah kontinu dan $2"*! adalah

subruang dari €*** — {0}.
Karena é € C adalah skalar, jelas pemetaan f :é Ten+i_goy: ¢t — {0} — ¢! — {0} yang

didefinisikan dengan f((zy, ..., z,)) = élcn+1_{0}((zl, ey Zp)) = (2—1 .,Z”“) juga kontinu.

lzI” ™ |zl
Jelas f(C**1 — {0}) c $?*1,
Bentuk pemetaan 7:C"*!—{0} — $?**1 vyang didefiniskan dengan 7((zy,..,2,)) =

f((Z1, -..,Zn)) = (|Zz_1|’ .“’Zn+1).

|z|

Berdasarkan Lemma 1.3, jelas pemetaan r: C"*1 — {0} — $2™*1 kontinu.
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Jadi pemetaan r: C**1 — {0} — S$2™*1 adalah kontinu.

Kemudian akan diperkenalkan sebuah ruang topologi yang berisikan semua garis-garis
yang melalui titk pusat koordinat dari ruang Euclidean kompleks C™*1 yaitu ruang proyektif
kompleks dan dinotasikan dengan CP™. Ruang Proyektif kompleks CP™ ini telah diketahui memiliki
struktur manifold yaitu manifold kompleks.

Teorema 1.5. Pengaitan f: CP™ — $2™*1 /St yang didefinisikan sebagai berikut:

f(zy:i2p1]) = [(|Zz_1|’ ___,Z|nZ+|1)]S1

adalah bijekif.
Bukti:
(i). Dibuktikan pengaitan f: CP™ — $2**1 /S adalah well-defined.
Ambil sembarang [y;:...:Vns1l, [21: 1 Zny1] € CP™ yang sifatnya [yi:..:ypeq] =
[Z1: ot Zpgq -
Jelas (y1, ..., Yns1) = k(xq, ..., Xp41) Untuk suatu k € C dengan k + 0.
Jelas y; = kx; untuk suatu k € Cdengan k # 0 dengani =1,...,n+ 1.
Tulis y = (y1, ., Yne1) dan z = (zy, ..., Znyq).

Jelas (& yn+1) — ( kz, kzn+1) _k (Z_1 Zn+1).

Iyl'I;"' 54 lkllzl” """ 1kllzl )~ Ikl \lz|” ™" |z]
Tulis A = T e st

Jelas (ﬁ . y"“) = /1(21 .,Z"“).

lyl” ™yl lzl” "zl
V1 Yn+1 _ (7 Zn+1
Jelas [(ly—l T )]Sl = [(lzl,..., B )]Sl.
Jelas f([yy: 1 Yns1]) = f([z1: o Zpga D
Jadi pengaitan f: CP™ — $?"*1/S! adalah well-defined.

(ii). Ambil sembarang [y;:...:Ynt1l,[21: .1 Zpye1] € CP™ yang sifatnya f([yi:..:Yne1l) =
f(lz1: i 2y D
Y1 Yn+1 — |(Z Zn+1
Jelas [(m""' . )]S = [(|| it )]S
Y1 Yn+1) Z1 Zn+1 1
Jelas (1|y|, T ) A(lil, o )untuk suatu 1 € S*.
Jelas Il V1 s Yna1) = 1zl (21, ) Zp41)-

A
Jelas (yy, ..., yns1) = % (21, ) Zn41)-

Jelas [yy: i Yna1] = (210 1 2y ]
Jadi pemetaan f: CP™ — §2"+1 /st adalah injektif.

(iii).  Ambil sembarang [a]s: € $2™+1/S1.
Tulis [alst = [(Z1, ) Zna1)]st-
Piliha = (zq, ..., z41) € $#**1 c ¢+ - {0}.
Karena a = (zy, .., zy41) € ™41, Jolas 7(@) = r((zy, o, Zn4n)) = (2, .., 222 =

|z|” ™" |z

(21, ) Zns1)-
Plllh b = [Zl' ...,Zn+1] € (CPTl

Jelas f(5) = f (21, -, zn1aD) = [(F, - 252)] |, = [ Zns)lsrofal-

Jadi pemetaan f: CP™ — $2"+1/s! adalah adalah surjektif.
Sekarang pandang diagram berikut ini:

r
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Cn+1 _ {0} > §2n+1
T q
v v
CP” o §2n+1/Sl
f

Sembarang z = (zy, ..., Zy41) € C** — {0} berlaku ((zy, ..., Zp41)) = ( ! .,Z"“) dan

|z|” |z|

n((z1, . Zn41)) = [210 1 2p41]. Jelas g (r((zl, ...,Zn+1))) =q ((z—l, ,@)> =

|z| |2|

(2. 22| dan £ (w(Ga s 2ne))) = £ i D) = (2,22 Jelos

|z| |z| |z] |z|
q or = f o, dengan kata lain Diagram tersebut adalah komutatif. Jelas bahwa pemetaan
proyeksi i, g adalah surjektif kontinu dan terbuka dan pemetaan r juga kontinu.

Teorema 1.6. Pemetaan f: CP"* — $2"*1/S?! adalah kontinu.

Bukti:

Ambil sembarang himpunan buka U dalam §2"*1/s?t,

Karena g kontinu, jelas ¢~ (U) adalah buka dalam §27+1,

Karena r kontinu, jelas ~*(q~*(U)) adalah buka dalam €™+ — {0}.

Jelas r=1(q~1 (1)) = (q o r)~1(U) buka dalam €*** — {0}.

Karena Diagram 1 di atas adalah komutatif, jelas g o r = f o m.

Karena g or = f o dan (g o )~ 1(U), jelas (f o = )~1(U) buka dalam c™** — {0}.
Jelas (f o )™*(U) = n~*(f~*(U)) buka dalam €™** — {0}.

Karena rr adalah pemetaan terbuka, jelas (n‘l(f‘l(U))) = f~1(U) buka dalam cp™.

Jadi diperoleh jika U adalah sembarang himpunan buka dalam $2"*1/S! maka f~1(U) adalah
juga himpunan buka dalam CP™.
Jadi pemetaan f: CP™ — $2"*1/S?t adalah kontinu.

Teorema 1.7. Pemetaan f~1: §2"*1/§1 — CP™ yang didefinisikan sebagai berikut:

Uz, o ZnaD)]st) = (2100t Zppyq ]

adalah invers dari pemetaan f:CpP™ — §27+1/st,
Bukti:
(i). Ambil sembarang [z;: ...: z,41] €

CP
Jelas (f 1 o F)([21: i Za]) = £ ( JREAN))

f([z:.
(1G5,
[z

15 e Zna]

Jadi f~1o f = 1pn.

(ii). Ambil sembarang [(zy, ..., Zp41)]st-
Jelas (f o f 1) ([(zy, ..., Zn+1)]st) = f(f_l([(zl, ---:Zn+1)]§1))
= f([z1: 1 Zp41])

= [(Z1, ) Zn+1) st
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Jadl f Of_l = 1§2n+1/§1.

Dari (i) dan (i), jelas pemetaan f~1:§2"*1/S1 — CP™ adalah invers dari pemetaan f:CP"™ —
§2n+1/Sl.

Lemma 1.8. Jika diberikan fungsi f adalah kontinu dan terbuka, fungsi h adalah kontinu, maka
setiap fungsi g yang memenuhi sifat h = gf adalah kontinu.

Bukti:

Untuk setiap fungsi g, tulis f:X — Y, g:Y — Z dan h: X — Z yang sifatnya h = gf dengan f
adalah kontinu dan terbuka dan g kontinu.

Ambil sembarang himpunan buka U dalam Z.

Karena g kontinu, jelas h=1(U) buka dalam X.

Karena f adalah terbuka, jelas f(h~*(U)) buka dalam Y.

Karena h = gf, jelas g (f(h‘l(U))) = (g (R~YW)) = h(R (V) c U.
Jadi fungsi g adalah kontinu.

Lemma 1.9. Komposisi dari dua buah fungsi kontinu dan terbuka adalah kontinu dan terbuka.
Bukti; Silakan lihat pada (Dugundiji, 1966).

Lemma 1.10. Pemetaan r: C**! — {0} — $?"*1 adalah pemetaan terbuka.
Bukti:
Ambil sembarang himpunan buka U dalam ¢™** — {0}.

Jelas r(U) = {(zl, s Zne1) (Z—1 .,Z"“) € SZ”“}.

lz|” ™ |zl

Jelas r(U) = (C**1 — {0}) N $?™*1 sedangkan C™*! — {0} buka dalam dirinya, akibatnya r(U)
buka dalam §27+1,

Jadi pemetaan r: C"**1 — {0} — $2"*1 adalah pemetaan terbuka.

Sekarang pandang diagram berikut ini:

r
(Cn+1 _ {0} > SZn+1
T q
v v
(CPn < §2n+1/Sl
f—l
Sembarang  z = (zy, ..., Zny1) € CH1— {0} berlaku  r((zq, ..., Zny1)) = (|Z71| Z’r;ll) dan

T[((Zl, ...,Zn+1)) = [zy: 01 Zp41 ) Jelas q (r((zl, ...,Zn+1))) =q <(|zz_1|’ ,%)) =
[(|ZZ_1|’ ---'ZTZT)]Sl dan f1 (q (T((Zl: ---:Zn+1)))) =f1 ([(|Z71|’ ...,Zr;ll)]sl) = |Z71|: ! ZTZT] =

[21: i Zp1] = T((2, ., Zny1)). Jelas = f71 o g o 7 ; dengan kata lain Diagram tersebut adalah
komutatif.

Teorema 1.11. Pemetaan f~1: §2"*1/§1 — CP™ adalah kontinu.
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Bukti:
Berdasarkan Lemma 1.10, jelas pemetaan r adalah terbuka.
Karena pemetaan q dan r adalah terbuka, berdasarkan Lemma 1.9, jelas q o r adalah terbuka.
Karena pemetaan 7 adalah kontinu dan q o r adalah terbuka serta memenuhi sifat 7 = f 1o g o r
dari Diagram 2, berdasarkan Lemma 1.8, jelas pemetaan f~1 adalah kontinu.
Jadi pemetaan f~1:§2"*1/§1 — CP™ adalah kontinu.

Berdasarkan Teorema 1.5, Teorema 1.6, Teorema 1.7 dan Teorema 1.8 diperoleh bahwa
pemetaan f:CP™ — §2"*1/S§ adalah kontinu, bijektif dan inversnya kontinu; dengan kata lain
bahwa pemetaan f: CP"* — §2"*1 /St adalah homeomorfisma.

KESIMPULAN

Simpulan dari tulisan ini adalah bahwa jika diberikan sebuah grup lingkaran satuan G =
S'={z€eC||z| =1} dan sebuah sphere berdimensi-2n +1 yaitu S$?"*1 =
{(z1) ) Zpy1) €CVY X 2,2z, =1}  maka ruang faktornya  yaitu  §#*l/St =
{[(z1, <) Zne )]s |21y v Znyq) € S*™*1} akan homeomorfik ke ruang proyektif kompleks
berdimensi-n yaitu CP™ melalui homoemorfisma f: CP™ — S$2"+1/S? yang didefinisikan sebagai
berikut:

fz1: i 2p44]) = [<|Z71|' ""%)]y

Dan untuk membuktikan bahwa pemetaan f:CP™ — $?"*1/S! adalah homeomorfisma,
menggunakan hasil yang penulis peroleh yaitu jika diberikan fungsi f adalah kontinu dan terbuka,
fungsi h adalah kontinu, maka setiap fungsi g yang memenuhi sifat h = gf adalah kontinu (Lemma
1.8) dan pemetaan r: C**1 — {0} — S$2"*1 adalah pemetaan terbuka (Lemma 1.10).

REKOMENDASI

Tulisan ini direkomendasikan untuk bagi peneliti yang bekerja di teori homotopi ekuivariant
yang meneliti tentang aksi dari sebuah ruang topologi terhadap suatu grup topologis, kemudian bagi
peneliti yang bekerja di geometri aljabarik kompleks untuk mengembangkan gagasan teori hodge
dari ruang proyektif kompleks serta dalam kajian geometri differensial yang mengkaji tentang
struktur diferensial pada ruang proyektif kompleks.
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