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ABSTRACT
This paper discusses the use of rank decomposition to construct the Moore-Penrose inverse in a symmetrized max-plus
algebraic matrix. Determination of the existence of rank decomposition is done by utilizing a function that corresponds
symmetrized max-plus algebra with conventional algebra. Furthermore, by utilizing the existence of a balanced inverse, the
results of this rank decomposition are used to construct the Moore-Penrose inverse form of the matrix. The result obtained is
the Moore-Penrose inverse form of a matrix over symmetrized max-plus algebra based on rank decomposition. These results
can potentially be used to determine the solution of a linear balance system over symmetried max-plus algebra.
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ABSTRAK

Pada makalah ini dibahas tentang penggunaan dekomposisi rank untuk mengonstruksi invers Moore-Penrose pada matriks
atas aljabar max-plus tersimetri. Penentuan eksistensi dekomposisi rank dilakukan dengan memanfaatkan suatu fungsi yang
mengkorespondensikan aljabar max-plus tersimetri dengan aljabar konvensional. Selanjutnya, dengan memanfaatkan
eksistensi invers setimbang, hasil dekomposisi rank ini digunakan untuk mengonstruksi bentuk invers Moore-Penrose dari
matriks. Hasil yang diperoleh adalah bentuk invers Moore-Penrose dari suatu matriks atas aljabar max-plus tersimetri
berdasarkan dekomposisi rank. Hasil ini berpotensi dapat dimanfaatkan untuk menentukan solusi dari sistem kesetimbangan
linier atas aljabar max-plus tersimetri.
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PENDAHULUAN

Pembahasan invers pada aljabar linier dilakukan pada matriks persegi berukuran n x n.
Eksistensi invers suatu matriks persegi pada aljabar berkaitan dengan determinan matriks tersebut.
Untuk matriks persegi A, invers dari matriks A dinotasikan dengan A~*. Untuk sistem persamaan linier
Ax = b dengan A~ ada, maka solusi dari sistem persamaan linier tersebut adalah x = A=1b (Anton
& Rorres, 2014). Pada saat membahas matriks A berukuran m X n, maka invers yang dibicarakan
adalah invers Moore Penrose yang dinotasikan dengan A*. Untuk sistem persamaan linier Ax = b
dengan A™ adalah invers Moore-Penrose dari A, maka solusi pendekatan dari sistem persamaan linier
tersebut adalah x = A*b (Campbell & Meyer, 2009). Beberapa penelitian yang berkaitan dengan
pengembangan invers Moore-Penrose pada aljabar linier sudah dilakukan, antara lain review invers
Moore-Penrose sebagai invers semu suatu matriks (Barata & Hussein, 2012), invers Moore-Penrose
pada penelitian fisika (Baksalary & Trenkler, 2021) dan masalah pertubasi invers Moore-Penrose suatu
matriks (Xu, 2019).

Beberapa dekomposisi matriks pada aljabar linier yang berkaitan dengan invers Moore-Penrose
adalah dekomposisi rank, dekomposisi QR, dekomposisi Cholesky dan dekomposisi nilai singular.
Pembahasan dekomposisi matriks pada aljabar linier merujuk pada (Golub & Van Loan, 2013) dan
(Agarwal & Flaut, 2017). Dekomposisi-dekomposisi tersebut selanjutnya dapat digunakan untuk
mengonstruksi invers Moore-Penrose suatu matriks. Konstruksi invers Moore-Penrose yang paling
sederhana, dapat dilakukan dengan menggunakan dekomposisi rank. Ukuran dari matriks hasil
dekomposisi tersebut, dikaitkan dengan rank dari matriks yang akan didekomposisikan. Beberapa
pembahasan seputar pengembangan dekomposisi rank pada aljabar linier antara lain (Thapa et al.,
2018) dan (Bonilla et al., 2018). Penelitian dekomposisi rank juga dikembangkan pada objek kajian
semiring. Beberapa penelitian terkait dekomposisi rank pada matriks atas semiring antara lain pada (Le
Van et al., 2015).

Aljabar max-plus merupakan suatu struktur aljabar R,,,x = R U {—o} yang dilengkapi
dengan operasi penjumlahan @ yang didefinisikan sebagai “maximum” dan operasi perkalian & yang
didefinisikan sebagai “penjumlahan biasa”. Aljabar max-plus merupakan suatu semiring, sehingga
semua elemen tidak memiliki invers penjumlahan, kecuali untuk elemen nol. Dengan demikian, perlu
dilakukan suatu proses simetrisasi untuk memperoleh bentuk elemen yang berperan sebagai invers
penjumlahan. Aljabar max-plus tersimetri S merupakan hasil simetrisasi dari aljabar max-plus dengan
menggunakan relasi setimbang V. Proses simetrisasi pada aljabar max-plus dilakukan untuk
memperoleh bentuk negatif dari setiap elemen pada aljabar max-plus. Bentuk negatif ini tidak dapat
langsung berperan sebagai invers penjumlahan, tetapi hanya berperan untuk memperoleh bentuk
setimbang (balance). Simetrisasi pada aljabar max-plus dapat dianalogikan dengan perluasan himpunan
semua bilangan asli N menjadi himpunan semua bilangan bulat Z pada aljabar konvensional.
Pembahasan mengenai aljabar max-plus tersimetri merujuk pada (Baccelli et al., 2001) dan (De Schutter,
1996).

Invers setimbang merupakan bentuk invers dari suatu matriks persegi atas S dengan
menggunakan relasi setimbang. Pembahasan mengenai dapat didefinisikannya invers Moore-Penrose
pada matriks atas S sudah dibahas pada (Suroto, 2021b). Pendefinisian ini dilakukan dengan
memanfaatkan pendefinisian invers Moor-Penrose pada aljabar konvensional dengan mengganti relasi
‘sama dengan” pada aljabar linier menjadi relasi setimbang pada aljabar max-plus tersimetri.
Selanjutnya, pembahasan mengenai eksistensi dari invers Moore-Penrose pada matriks atas S sudah
dibahas pada (Suroto et al., 2022). Pada penelitian tersebut dibahas eksistensi setiap aksioma invers
Moore-Penrose pada matriks atas S dengan menggunakan korespondensi fungsi antara aljabar max-
plus tersimetri dengan aljabar konvensional.

Beberapa penelitian mengenai dekomposisi matriks atas aljabar max-plus tersimetri sudah
dilakukan. Penelitian mengenai dekomposisi QR dan dekomposisi nilai singular atas S sudah dibahas
pada (De Schutter & De Moor, 2002). Sementara eksistensi beberapa dekomposisi yang lain juga sudah
dilakukan, yakni dekomposisi LU pada matriks atas S (Suroto et al., 2018), dekomposisi nilai eigen pada
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matriks simetri atas S (Suroto, 2021a) dan dekomposisi Cholesky serta aplikasinya pada sistem
kesetimbangan linier atas S (Suroto et al., 2022b). Penelitian mengenai eksistensi dekomposisi rank
pada matriks atas S belum dilakukan. Dengan menganalogikan pada aljabar linier, eksistensi
dekomposisi rank ini akan dimanfaatkan untuk menentukan bentuk invers Moore-Penrose suatu matriks
atas aljabar max-plus tersimetri.

Tujuan dari penelitian ini adalah menentukan eksistensi dekomposisi rank dan mengaplikasikan
hasil dekomposisi rank tersebut pada pembentukan invers Moore-Penrose suatu matriks atas aljabar
max-plus tersimetri. Dekomposisi rank suatu matriks lebih mudah digunakan untuk membentuk invers
Moore-Penrose dari matriks tersebut, dibandingkan dengan menggunakan dekomposisi-dekomposisi
yang lainnya. Hal ini dikarenakan hasil dari matriks dekomposisi rank tersebut merupakan matriks rank
kolom/baris penuh. Untuk selanjutnya, pendefinisian rank matriks atas S merujuk pada pendefinisian
rank minor oleh (De Schutter, 1996). Karakterisasi rank dengan menggunakan kebebasan linier
baris/kolom suatu matriks merujuk pada pembahasan (Suroto et al., 2022a). Hasil yang diperoleh pada
penelitian ini berpotensi dapat dikembangkan pada konstruksi invers Moore-Penrose atas aljabar max-
plus tersimetri dengan menggunakan dekomposisi yang lain yang sudah diperoleh sebelumnya, yakni
dekomposisi LU, Cholesky, QR dan nilai singular. Selain itu juga berpotensi dapat dimanfaatkan pada
penentuan solusi sistem kesetimbangan linier atas aljabar max-plus tersimetri.

Artikel ini disajikan dengan susunan sistematika yakni bagian awal menyajikan pendahuluan
yang merupakan motivasi dan kebaruan dari penelitian. Bagian utama dari artikel ini disajikan pada hasil
dan pembahasan yang berisi tentang eksistensi dekomposisi rank dan aplikasinya pada pembentukan
invers Moore-Penrose matriks atas aljabar max-plus tersimetri. Bagian terakhir menyajikan kesimpulan
dan rekomendasi untuk penelitian selanjutnya.

METODE PENELITIAN
Penelitian ini merupakan penelitian literatur yang sifatnya mengkaji dan mengembangkan
penelitian yang telah dilakukan sebelumnya, yakni dapat dilakukannya pendefinisian invers Moore-

Penrose pada matriks atas aljabar max-plus tersimetri dengan menggunakan relasi setimbang (Suroto,

2021b) dan eksistensi invers Moore-Penrose pada matriks atas aljabar max-plus tersimetri (Suroto et al.,

2022). Pada penelitian ini dibahas aplikasi dekomposisi rank untuk membentuk invers Moore-Penrose

suatu matriks atas aljabar max-plus tersimetri.

Langkah-langkah penelitian yang dilakukan adalah:

1. Melakukan studi pustaka (literature review) mengenai aljabar max-plus tersimetri dan dekomposisi
rank pada aljabar konvensional.

2. Menunjukkan eksistensi dekomposisi rank pada matriks atas aljabar max-plus tersimetri. Langkah
ini dilakukan dengan memanfaatkan suatu fungsi yang mengkorespondensikan aljabar max-plus
tersimetri dengan aljabar konvensional pada (De Schutter & De Moor, 2002).

3. Menunjukkan eksistensi invers setimbang pada matriks hasil kali dekomposisi rank dengan
transposenya.

4. Menentukan bentuk invers Moore-Penrose pada matriks atas aljabar max-plus tersimetri dengan
menggunakan hasil dekomposisi rank

HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bagian ini disajikan pembahasan tentang eksistensi dekomposisi rank dan aplikasinya
pada pembentukan invers Moore-Penrose pada matriks atas aljabar max-plus tersimetri. Pada bagian ini
terlebih dahulu disajikan definisi invers Moore-Penrose atas aljabar max-plus tersimetri, dengan
mengadopsi pendefinisian invers Moore-Penrose pada aljabar konvensional. Relasi “sama dengan”pada
aljabar konvensional diganti dengan relasi setimbang V seperti berikut ini.
Definisi 1. Diberikan matriks M € S™ ™. Invers Moore-Penrose M adalah matriks M* berukuran
n X m yang memenuhi
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IIMQMtQMVM.
2MTQMQMtVM?T
SMRMHDTYVM QM
4. (M* QM)TVM* @M
Selanjutnya diberikan suatu teorema untuk menjamin eksistensi dekomposisi rank yang akan
digunakan untuk membentuk invers Moore-Penrose pada matriks atas aljabar max-plus tersimetri.
Teorema 1. Jika A € S™ ™ dengan rank minor r, maka terdapat matriks C € (SV)™ " dan F €
(SV)™™ sedemikian hingga AV C @ F
Bukti. Pada pembuktian ini hanya akan dibuktikan untuk matriks bertanda. Apabila A € $™*™ memiliki
entri yang tidak bertanda, maka didefinisikan matriks A = [&ij] € (SY)™*™ yakni matriks yang
entrinya adalah elemen bertanda @;; dengan
R a;j, a;jbertanda
iy~ { |aij|€9 » Aij lainnya
untuk setiapi = 1,2, ...,mdanj = 1,2, ...,n. Untuk setiap a, b € S, apabila aVb maka juga berlaku
a'Vb, sehingga untuk menunjukkan A V C @ F maka cukup ditunjukkan AVCQF.
Dikonstruksikan bentuk A(s) = F(4,N,”) dengan N € RI¥™, n;j = 1 untuk setiap i, ;.
Dengan demikian diperoleh entri-entri @;;(s) = y;;eU° untuk setiap s € R, y;; € {—1,1}danc;; =
|Cij| o € R untuk setiap i, j. Berdasarkan (De Schutter & De Moor, 2002), diperhatikan a;;(s) =

yijeU® merupakan elemen pada himpunan S, , sehingga matriks A(s) merupakan matriks dengan
entri-entrinya pada S,. Dengan demikian, operasi penjumlahan, pengurangan, perkalian dan pembagian
bisa dilakukan pada S,. Akibatnya, operasi baris elementer pada matriks A(s) juga bisa dilakukan.
Langkah awal adalah melakukan operasi baris elementer pada A(s) sampai diperoleh bentuk eselon
baris tereduksi.

Misal P(s) € S,™*™ adalah matriks permutasi sedemikian hingga A(s)P(s) dapat dipartisi
dalam bentuk A(s)P(s) = [C(s) D(s)] dengan C(s) merupakan matriks yang kolomnya
merupakan r buah kolom pivot dari A(s). Selanjutnya kolom-kolom dari matriks D (s) dapat dinyatakan
dalam bentuk

di(s) = ky(s)é;(s) + Ez(s)fzﬁs) ot Et(s)fr(s) ~
untuk i = 1,2,...,n — r. Dari sini diperoleh bentuk D(s) = C(s)G(s) dengan G(s) merupakan
matriks yang bersesuaian dengan koefisien-koefisien pada persamaan d;(s). Selanjutnya
AP(s) =[C(s) D®I=I[C(s) C()E)]=CSIL(s) Gl
Dengan menggunakan matriks elementer E (s), dilakukan proses merubah A(s) sampai diperoleh
bentuk matriks eselon tereduksi B (s). Diperoleh

E(s) (A(s)P(s)) = B()B(s) = E()[C(s) D()] = EGEGIL(s) G(s)]

dengan E(s)C(s) berbentuk [IT(()S)]. Dengan demikian,

B(s)P(s) = [ir(s) G(S)]

0 0
dengan [I.(s) G (s)] tak lain adalah baris yang tak nol dari bentuk eselon baris tereduksi. Dengan
memisalkan [I.(s) G (s)] = F(s)P(s) maka diperoleh bentuk
A(s)P(s) = ~C(S) [[.(s) G(s)] = C(s)F(s)P(s).

Misalkan A(s) = [@;;(s)] yakni A(s) adalah matriks yang entri-entrinya adalah @;;(s) dan
C(s)F(s) =l i (s)] yakni € (s)F (s) adalah matriks yang entri-entrinya adalah [; ;(s). Karena P(s)

adalah matriks permutasi maka berdasarkan pendefinisian ekuivalen asimtotis pada (De Schutter & De
Moor, 2002) diperoleh bahwa
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a;;(s)
soo Zij(s)
Dengan demikian diperoleh suatu bentuk ekuivalen asimtotis A(s)~C(s)F(s) untuk s — oo, yang

merupakan bentuk dekomposisi rank dari matriks A (s). Dengan menerapkan fungsi reverse R pada (De
Schutter & De Moor, 2002), dan misalkan

AE R (A(s)), C R (C‘(s)) F R (F(s))

=1.

maka diperoleh
AVC QF
dengan C € (§V)™ " danF € (§V)™".m
Contoh berikut menjelaskan eksistensi dekomposisi rank pada matriks atas aljabar max-plus
tersimetri.
Contoh 1. Diberikan matriks A dengan rank minor 2 sebagai berikut
A= [ 2* 6 1]
62 0 '
Matriks bertanda dari matriks A adalah
Q= [ 1 2 61
62 0 ¢
Untuk menentukan dekomposisi rank dari A maka cukup dilakukan dengan menentukan dekomposisi
rank dari matriks A. Konstruksikan bentuk A(s) = F(4,N,") dengan N € RI¥>™, n;; = 1 untuk
setiap i, j. Dengan demikian diperoleh
- es eZS _es
Als) = [—eZS 1 0 ]
untuk s € R Proses operasi baris elementer diterapkan pada A(s) sampai diperoleh bentuk eselon
baris tereduksi, yakni
-1
10 ( 35+1)

( 3541

untuk s € R¢. Dengan demikian diperoleh

10 ( ) _
% s 3541 1 0 —e™3
c(s)=[ € ] F(s) = T |~ _s]

dengan
_es_e4s
~ ~ s 2s N 2s  _,S -
COF)=| ¢ € o1 ~[_6;25 ‘ 5’]=A(s)
—e?s 1 0

untuk s — oo. Dengan menerapkan fungsi reverse diperoleh
(A [ 1 0 & ©(-3)
C—R(C(s))—[ez O]F R (F(s)) =

E 0 oD

2 2° 61
cor=[g; o G|z o F)=4"

Misalkan A adalah matriks berordo m >< n dengan rank r. Karena rank A adalah r maka
terdapat r buah kolom matriks yang bebas linier, misalkan c,, ¢, ..., ¢,. Tanpa mengurangi keumuman,
misalkan ¢, adalah kolom pertama A4, c, adalah kolom kedua 4, ..., c¢,- adalah kolom ke-r A dan matriks
C adalah matriks yang kolom pertamanya adalah c;, kolom keduanya adalah c,,..., kolom ke-rnya
adalah c,- yakni

dengan
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Dari sini diperoleh bahwa C adalah matriks berordo m X r dengan rank minor r. Selanjutnya, vektor
c1, C2, ..., C,- adalah vektor yang bebas linier. Dengan demikian matriks C adalah matriks berordo m X r
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dengan rank r, sehingga matriks C bersifat rank kolom penuh.
Tanpa mengurangi keumuman, misalkan

T aqq Air  A1(r+1) Ain 7
arq Ay a;“(r+1) Arn
A=lags1 Ar+1)r  Ar+1)(r+1) A(r+1)n
L Am1 Amr  Am(r+1) Amn
dengan submatriks persegi yang bersesuaian dengan rank minor r adalah
a1 Air
S=1": i
ar1 Arr
Dengan demikian rank matriks
a1 air
C = ary Ary
e+ Ar+1)r
L Am1 Amr
adalah r. Misalkan dibentuk kesetimbangan AVC & F seperti berikut ini
r i1 A1r  A1(r+1) v Aip
arq Ayr a;‘(r+1) Arpn
Ar+11 = A@+Dr A+ (+1) Ar+1)n
L dma Onr  Am(r+1) Amn |
ai ST
v arq Ay ® O g f1(7;+1) fln
Ar+1)1 A(r+Dr : o ' .
: : E - 0 fr(r+1) frn
L am Ay

Matriks F memuat submatriks I, yakni sumatriks persegi berordo r X r yang determinannya bukan
elemen setimbang. Dengan demikian, rank matriks F adalah r.

Diperhatikan bahwa matriks CT & C adalah matriks berordo r X r. Apabila rank dari matriks
CT ® C adalah r, maka CT @ C memuat submatriks persegi berordo r x r dengan determinanya
tidak setimbang dengan &. Dari sini diperoleh bahwa det(C”T @ C)¥E. Selanjutnya, matriks F @ FT
juga merupakan matriks berordo r x r. Apabila rank dari matriks F @ FT adalah r, maka F @ FT
memuat submatriks persegi berordo r X r dengan determinanya tidak setimbang dengan £. Dari sini
diperoleh bahwa det(F @ FT)¥E.

Lemma berikut menjelaskan hubungan determinan matriks atas aljabar max-plus tersimetri
dengan matriks korespondensinya pada aljabar konvensional.
Lemma 1. Diberikan A € S™™ dan A adalah matriks konvensional yang berkorespondensi dengan
matriks A. Apabila det(A) V& maka det(4) # 0.
Bukti. Determinan matriks A adalah det(4) = @, (sign(o) QL aiy(y). Misal 7y, untuk k =
1,2, ...,n! adalah hasil perkalian ®7; a;;(;) pada det(A), dengan r;", 75", ..., adalah hasil kall

2

bertanda positif dan 1, 75, ..., . adalah hasil kali bertanda negatif. Apabila r* = @ ;" @ ... D
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rmdanr” =17 @1y @ .0 ry makart @ r~¥E. Misalkan entri g ;j bpada A berkorespondensi
2 2

dengan d@;; pada A, dan 7, untuk k = 1,2, ...,n! adalah hasil perkalian @7, dis(;) Pada det(/T)
dengan ", 7, ..., 7 adalah hasil kali bertanda positif, 7,7, ..., #u adalah hasil kali bertanda

2

negatif. Hal ini mengakibatkan

det(4(s)) = (ff’(s) + 7 () + -+ fﬁ(s)) + <f1‘(s) +7(s) + -+ 1’@(5))

+ + Ths _ _ TS
=let®+e25+-- ez +<er15+er25+--~+e B )
~e(rFS)®ETs) = o(r*®7)s % 0, untuk s — oo,
Karena det (A(s)) ~e(T™®7)s 20 untuk s > 0 maka lim dei(A(s_))
so0 e(rt®r7)s
det (/T(s)) =+ 0. Jadi, apabila det(4) V& maka det(4) # 0. m
Selanjutnya juga diberikan definisi dan eksistensi invers setimbang pada matriks atas aljabar
max-plus tersimetri.
Definisi 2. (Invers Setimbang) Diberikan matriks A € S™*™. Apabila terdapat matriks B € S™"
sedemikian hingga A @ BVI, dan B @ AVI, maka A dikatakan invertibel setimbang, dan B
dinamakan invers setimbang dari A.
Lemma 2. Diberikan matriks A € S™™. Apabila det(A)¥E maka terdapat Ayt € (SV)™*"
sedemikian hingga A ® AyV I, dan Ay* ® AVI,
Bukti. Misalkan A(s) adalah matriks yang berkorespondensi dengan A seperti pendefinisian pada
pembuktian Teorema 1. Karena diketahui det(A4) ¥ &, maka menurut Lemma 1 diperoleh det(A) = 0.
A(s) .cof(/T(s))T
det(4(s))

=1 dan diperoleh

~ T ~ ~
Misalkan cof (A(s)) adalah transpose matriks kofaktor pada A(s), maka ~ [, dan

- T - - T
%~ I, , untuk s — oo, Misal Ay! = R (C;:E(g(sj))) ) menurut (De Schutter & De Moor,
2002) diperoleh bentuk ekuivalensi asimtotik A ® Ay1VI, dan Ay ® AVI,. Mengingat AVA dengan
A matriks bertanda maka A bisa disubstitusi lemah dengan A. Akibatnya A ® Ag'VI, dan A7 ®
AVI,,. Jadi diperoleh invers setimbang dari matriks A yakni Ay* € (SY)™*™ sedemikian hingga A ®
Ay'VI, dan A7' @ AVI,.m

Berdasarakan uraian sebelumnya, diperoleh det(CT ® C) ¥E dan det(F ® FT) ¥E.
Dengan menerapkan Lemma 1, diperoleh det (C(s)TC(s)) + 0 dan det(F(s)F(s)T) # 0.

Selanjutnya, menurut Lemma 2 diperoleh bahwa eksistensi invers setimbang untuk matriks C* @ € dan
F ® FT terjamin ada.
Teorema berikut menjelaskan invers Moore-Penrose dari suatu matriks yang dibentuk dengan
memanfaatkan dekomposisi rank dari matriks tersebut.
Teorema 2. Misalkan A € S™™ dengan rank minor r < min(m,n). Apabila AVC ® F adalah
dekomposisi rank dari matriks A dengan C € (SV)™", F € (S¥V)™™ dan rank(CT ® C) =
rank(F ® FT) = r, maka matriks
AP=FTQFQRFNFRU"T®0)7'®CT

merupakan invers invers Moore-Penrose dari A.
Bukti. Perhatikan bahwa pada pembuktian dekomposisi rank, yang ditunjukkan dekomposisinya adalah
matriks bertanda A. Dengan menerapkan sifat substitusi lemah, jika A V ¢ @ F dan A V A dengan A €
(SY)Y™ " maka AV C @ F. Perhatikan bahwa A* memenuhi
1AQAT®A

=AQFTQFRFN'R®U"T®0);'®C"R®A

VCRFRFTQFRFNF'QC"®C0);'RCTRCRF
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=CQFRFNQUFRF NH'RUTR®CON'RU"®OQF
VCRL QL QF
=CQ®FVA
2 ATRARAT
=FTQUFRFNRUTRCHW'QC"TRAQRFTRFQRF ' ®
C"®O'®CT
VFTQFRFNFR®UC"R®C0G'QCNICRFQF'®FQF "
RUETROF'®CT
=FFQFRFN'QU"ROT'VCTRCRFQF™Q® (FQF7")
RUETROF!®CT
=FTQFRFN'RLRILILTRC)'JCT
=FTQFRFNF'RU"T®C0O)'®CT
=At
3. (AR AN)T
=AQFTQFRFNIX®UCT® O ®CHT
VECRFQRFTQFRFNFR(CTROF®CHT
=CRL®ECTROFT®CNHT
C®ETR®OFRCTT
CRU"R®OF'RCN
AR AT
A+ ®A)T
FTQEFRFNFRCTROFIRCTRAT
FTQFRFNIRUC"TROF'RCTRCRF)T
FTQFQRFN' QL QF)T
=FFQFRFNF QAT
=FFQFQFN;'QF
=AT®A
Dengan demikian A*=FT Q@ (F ® F)7' ® (CT ® €)' ® CT merupakan invers Moore-
Penrose dari matriks A. m
Contoh berikut menjelaskan invers Moore-Penrose suatu matriks yang dibentuk dari
dekomposisi rank suatu matriks.

4.

~\

1<

Contoh 2. Diberikan matriks A = [ 91 ) 20 981] dengan rank minornya adalah 2. Matriks A dapat
. " . 1102 _[0 &€ ©(3)
didekomposisikan sebagai AVC ® F dengan C = [9 9 O] dan F = [g 0 o)

Diperhatikan bahwa

0 £ ©(-3) 0 ¢ -
F®FT:[‘9 0 9(‘1)]®[e(g—3) 6(0_1)]=[_04 o]

r 1 e 1 21 74 3
¢ ®C_[2 0 ]®[92 0]_~3 4r
Misalkan K & F @ FT dan L & CT ® C. Selanjutnya dibentuk K(s) = F(K, Nk,") dengan Ny €
R§*?,n;; = 1 untuk setiap i, j dan L(s) = F(L, N;,-) dengan N;, € R§*?, n;; = 1 untuk setiap i, j.
Dengan demikian diperoleh
sen_[ 1 e
k) =| L 5 |
7 e e>s
L(S) = [ 3s e4s]
untuk s € R{.
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Selanjutnya dicari invers dari K(s)dan L(s). Diperhatikan det (K (s)) =1—e7% dan
det (Z(s)) = 8
- -1 1 e—4s e—4s
(k®) =1l e G I~ TG
_ -1 e4s _e —4s —Ss
(L(S)) = [—835 e4s ] [_e 5s
untuk s — oo. Selanjutnya dengan menerapkan fungsi reverse diperoleh

— %5, sehingga diperoleh

1 —e

e~ |

eSS_eGS

(FQFT)™1=
CTQC)' =R ((Z(s))_1>

dengan

FRF)® (F®F) = [(

(TR T = [(
TR CTR®O™Q CT yakni

Dengan demikian diperoleh A* = FT @ (F ® FT)

R ((K(s))_1>

0

© (=4
[ —4

1© (-5)

(—:)‘J v [g
(—01) ] v [g

© (—4)]
0 |

© (=5)]
—4 |

o
ol

0
—4)°

0
-1)

(=3 e(—2)]
At =] -2 -3 |
(=3 o4
Diperhatikan bahwa
. (— 3) O (- 2) .
. 11 2 2 O1
1. A®A ®A—[62 . ] [92 A ]
9( 3) e( 4)
:[r 2° 91] [ 2° 91]_,4
9-(23)9'19(2) 920 (3 8(
2 AT @ARAT =| -2 20° 91] [ ]
LO (-3) 6(4) © (-3) 6(4)
-3 OE2D] 13 62
=| (=2) (=3) |v| -2 -3 |=4"
o3> 64| =3 o4
. L3 e
3. (A AN =([912 20 981 ®[ —2 _3 D
] 6 (=3) 6(-4)
:[ 0° (—1)']T:[ e(—l)']
ofv o f 7o o
oty Dl-aer
(- 3) 9( 2) .
4 (At @A) = [ ] [92 20 9;])
O (-3) 9( 4)
0 -1 o] 0 (-1) (=2)
=|(-1) 0° e (-1) (-1) 0° e (-1)
(=2) ©(1) -2 62y 61 -2
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0 -1 o2y
V(=1 0 D |=0A"®4)
(-2 o1 —2

(=3 ©(-2)
Dengan demikian A* =| -2 -3 adalah invers Moore-Penrose dari matriks A =
©(3) (-4
1 2° 61] =
62 0 E T

Akibat 1. Misalkan A € S™" dan A* = FT @ (F Q@ FT)y! ® (CT ® C)y* ® CT adalah invers
Moore-Penrose dari A. Bentuk setimbang A* yakni
A =FTRFRFNF'®("® )7 ®CT)

Jjuga merupakan invers Moore-Penrose dari A.
Bukti. Bentuk setimbang dari A* yakni (A*)* adalah matriks yang setiap entrinya adalah bentuk
setimbang dari setiap entri pada A*. Dengan demikian a{er(ai*j)' untuk setiapi = 1,2, ..., mdanj =
1,2, ...,n. Selanjutnya, karena A* = FT @ (F ® FT)7' ® (CT ® C)y! ® CT memenuhi
1LARQATRAVA
2. ATQ AR ATVAT
3. AR®RANTVA® AT
4. (AT ATVATRA
maka (A™")* memenuhi
1LAR(AT) QAVA
2. (A" ®AR (A)v(AY)
3.(AQ (AM))'VAQ (A*)"
4. (A" ®@A)'V(AY) ® A
Dengan demikian, (A*)' = (FTQ® (FQ FT)y! ® (CT ® C)y! ® CT)* juga merupakan invers
Moore-Penrose dari A.m

Akibat 1 menjelaskan bahwa bentuk setimbang dari A* yakni (A*)* yang merupakan matriks
yang entri-entrinya merupakan bentuk setimbang dari entri-entri pada A*, juga memenuhi aksioma-
aksioma invers Moore-Penrose matriks A. Selanjutnya diberikan contoh kasus penggunaan dekomposisi
rank pada penyelesaian masalah sistem persamaan linier pada aljabar max-plus yang ditinjau dengan
sebagai masalah sistem kesetimbangan linier menggunakan invers Moore-Penrose.
Contoh 3. Diberikan masalah sistem persamaan linier pada aljabar max-plus, yakni

5 slebleL]=1F Jellef]
Masalah ini dapat disajikan sebagai masalah kesetimbangan linier A @ X V b yakni

5 SlefLlvf

Diperhatikan bahwa rank minor matriks A = [g 3] adalah 2. Dekomposisi rank dari matriks A adalah

AVC @ F dengan C = [0 N

3 2
g g] danF Q FT = [g ‘3] maka diperoleh det(CT @ C) dan det( F @ FT) masing-masing

tidak setimbang dengan €. Dengan demikian, eksistensi invers setimbang untuk matriks C” ® C dan
F ® FT terjamin ada,yakni

], F = [g ((S)] dan rank(C) = rank(F) = 2. Karena CT ® C =

L[ -6 O
€ @0 =|g ey "

(FQ®F);' = [g ‘g]
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Selanjutnya diperoleh
e aeyTe”
- [ —4 <—6>'M -4 O (—7)] =47
Diperhatikan bahwa [;] =ATQ®b = [; , memenuhi kesetimbangan linier [(3) g] X [;] \Y [3]

Dengan demikian [;] = [,j] merupakan solusi kesetimbangan linier [g g] ® [;] \Y [3] .;

KESIMPULAN

Eksistensi dekomposisi rank pada matriks atas aljabar max-plus tersimetri dapat ditentukan dengan
memanfaatkan rank minor matriks dan suatu fungsi yang mengkorespondensikan aljabar max-plus tersimetri
dengan aljabar konvensional. Selanjutnya dengan memanfaatkan eksistensi invers setimbang, hasil
dekomposisi rank tersebut dapat digunakan untuk membentuk invers Moore-Penrose suatu matriks atas
aljabar max-plus tersimetri.

REKOMENDASI

Berdasarkan pembahasan pada penelitian ini, penulis merekomendasikan untuk penelitian
selanjutnya dapat dilakukan pada konstruksi invers Moore-Penrose pada matriks atas aljabar max-plus
tersimetri dengan menggunakan dekomposisi-dekomposisi lainnya.
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