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ABSTRACT 
As technology develops, the need to know the position of an object on the face of the earth is very important, especially in 
relation to human activities on the face of the earth. By using the Global Positioning System (GPS), an object on earth can be 
identified. The material used in this study is the concepts of matrix and vector algebra that can help in solving a system of 
linear equations formed from the calculation of the distance between satellites and receivers on earth. This distance is the 
length of the vector. The solution to the system of linear equations is the point that represents the location of an object on 
Earth's surface. The next material is about how Global Positioning System (GPS) works. This research uses the trilateration 
method to determine the position of objects on earth based on signals received from GPS satellites. Based on the results of 
the discussion, it can be concluded that the notion of matrix and vector algebra play an important role in determining the 
position of objects on earth, especially in the GPS. The concept used is to apply matrices and vectors from a linear equation  
system obtained based on the calculation of the distance from the satellite to the earthy object received by the receiver. 
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ABSTRAK 

Seiring dengan berkembangnya teknologi, kebutuhan untuk mengetahui posisi keberadaan suatu benda di muka bumi 
sangatlah penting terutama berkaitan dengan aktivitas manusia di muka bumi. Dengan menggunakan Global Positioning 
System (GPS), suatu benda di bumi dapat diketahui. Materi yang digunakan dalam penelitian ini adalah konsep matriks dan 
aljabar vektor yang dapat membantu dalam menyelesaikan sistem persamaan linear yang terbentuk dari perhitungan jarak 
antara satelit dan receiver di bumi. Jarak ini adalah panjang vektor. Solusi dari sistem persamaan linier adalah titik yang 
mewakili lokasi suatu objek di permukaan bumi. Materi selanjutnya adalah tentang cara kerja Global Positioning System 
(GPS). Penelitian ini menggunakan metode trilaterasi untuk menentukan posisi objek di bumi berdasarkan sinyal yang diterima 
dari satelit GPS. Berdasarkan hasil pembahasan dapat disimpulkan bahwa. Aljabar matriks dan vektor berperan penting 
dalam menentukan posisi suatu benda di bumi, khususnya pada Global Positioning System (GPS). Konsep yang digunakan 
adalah dengan menerapkan matriks dan vektor dari sistem persamaan linier yang diperoleh berdasarkan perhitungan jarak 
satelit ke benda bumi yang diterima penerima.  
 
Kata kunci: GPS, Matriks, Vektor, Aljabar. 
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PENDAHULUAN 

Salah satu topik di dalam aljabar linier elementer yang sering digunakan di dalam bidang lainnya 
adalah matriks dan vektor. Seiring dengan berkembangnya teknologi, kebutuhan untuk mengetahui posisi 
keberadaan suatu benda di muka bumi sangatlah penting terutama berkaitan dengan aktivitas manusia 
di muka bumi. Dengan menggunakan Global Positioning System (GPS), suatu benda di bumi dapat 
diketahui. Karena konstelasi satelit dapat terlihat dari mana saja di dunia, kapan saja, dan menyediakan 
kemampuan navigasi global sepanjang waktu, GPS adalah teknologi yang sangat baik untuk survei 
hidrografi (Anton & Rorres, 2015; Krueger & Souza, 2014). Matriks dan vektor berperan dalam membantu 
penyederhanaan    proses kerja GPS. Dengan teknologi GPS dapat digunakan untuk beberapa keperluan 
sesuai peruntukannya. GPS dapat digunakan oleh peneliti, olahragawan, petani, tentara, pilot, petualang, 
pendaki, pengantar barang, pelaut, kurir, penebang pohon, petugas pemadam kebakaran dan 
masyarakyat dari pengguna dari berbagai latar belakang untuk meningkatkan produktifitas, keamanan, 
dan untuk kenyamanan. Untuk menentukan arah yang harus ditempuh untuk sampai ke suatu tempat 
atau daerah, dengan mengetahui letak suatu daerah, jarak yang ditempuh dan waktu yang diperlukan 
untuk mencapai suatu daerah, dan hal seperti ini akan memakan waktu dan banyak biaya (Abdillah et 
al., 2021; Ibrahim et al., 2022; Larson, 2016).  

Dalam penggunaannya, GPS membantu menentukan dimana letak suatu titik di permukaan bumi, 
membantu menemukan letak lokasi    suatu titik di bumi atau navigasi, membantu memantau pergerakan 
benda atau tracking, membantu memetakan posisi tertentu, dan menghitung jaringan terdekat, dan dapat 
digunakan sebagai dasar untuk menentukan waktu jam dunia. Karena digunakan untuk sebuah atom jam 
presisinya biasa dibandingkan dengan jam pada umunya dengan mengabaikan posisi objeknya, baik itu 
di tengah laut, di tengah hutan, di gunung, atau di pusat kota. Selama GPS dapat menerima sinyal dari 
satelit secara langsung tanpa hambatan, maka GPS akan selalu memberikan informasi koordinat posisi. 
GPS memerlukan area pandang yang bebas langsung ke angkasa. Penghalang seperti pohon, gedung, 
bahkan kaca film sekelas V-Kool, dapat mengurangi keakuratan sinyal yang diterima GPS. Bahkan bukan 
tidak mungkin GPS sama sekali tidak bisa menerima sinyal dari satelit. GPS juga dilengkapi dengan fitur 
tambahan yang menyediakan informasi selama proses navigasi, seperti kecepatan, jarak tempuh, dan 
waktu tempuh. Ada cukup banyak konsep aljabar linier yang terlibat, dan rincian lengkap disajikan (Boyd 
& Vandenberghe, 2018; Sampath, 2023).  Thompson (1998), memberikan penjelasan tambahan tentang 
matematika yang terlibat dalam perhitungan GPS. Dalam konteks penelitian ini, istilah "panjang vektor" 
merujuk pada magnitudo atau besaran dari suatu vektor, yang mewakili jarak antara dua titik, dalam hal 
ini antara satelit dan penerima GPS di bumi. Secara matematis, panjang vektor dihitung menggunakan 
norma Euclidean, yaitu akar kuadrat dari jumlah kuadrat komponen-komponen vektor. Dengan demikian, 
jarak antara satelit dan penerima pada GPS dapat dipandang sebagai panjang dari vektor posisi yang 
menghubungkan keduanya, dan inilah dasar utama dalam metode trilaterasi yang digunakan dalam 
penelitian ini. Penjelasan ini memberikan kejelasan mengenai hubungan antara konsep vektor dan jarak 
dalam perhitungan posisi berbasis GPS (Bogacki, 2019; Carlevaro-Fita & Johnson, 2019). 

Global Positioning System (GPS) menggunakan penyelarasan sinyal satelit untuk 
mengidentifikasi suatu lokasi di permukaan dunia. Satelit GPS dapat terdeteksi di seluruh permukaan 
bumi dengan penampakan empat sampai delapan satelit dengan konfigurasi orbit tertentu. Peralatan 
penerima di permukaan menangkap sinyal ini, yang digunakan untuk memastikan posisi, kecepatan, 
arah, dan waktu. Ketepatan informasi posisi dan waktu yang diberikan oleh GPS cukup baik (Arifin & 
Garminia, 2018; Grewal et al., 2020). Metode trilaterasi dan underdetermined linear system dipilih dalam 
penelitian ini karena keduanya merupakan pendekatan matematis yang esensial dalam penentuan posisi 
menggunakan Global Positioning System (GPS). Trilaterasi digunakan untuk menghitung posisi objek di 
bumi berdasarkan jarak dari tiga atau lebih satelit, sedangkan underdetermined linear system 
memungkinkan penyelesaian sistem persamaan linier yang muncul dari ketidakcukupan data (jumlah 
persamaan lebih sedikit dibandingkan variabel yang dicari) yang sering terjadi dalam proses GPS. 
Kombinasi kedua metode ini memberikan hasil yang akurat dalam menentukan koordinat objek di bumi, 
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baik dalam hal lintang, bujur, maupun ketinggian, sehingga metode ini sangat relevan untuk diterapkan 
dalam konteks penentuan posisi berbasis GPS (Aggarwal, 2020; Roberts, 2020; Specht, 2021). 
Berdasarkan latar belakang diatas, penulis tertarik untuk mengangkat judul penelitian “Penerapan 
Trilaterasi dan Underdetermined Linear System dalam Penentuan Posisi Objek Di Bumi melalui Global 
Positioning System (GPS)”. 

 
METODE PENELITIAN 

Penelitian ini menggunakan metode trilaterasi untuk menentukan posisi objek di bumi 
berdasarkan sinyal yang diterima dari satelit GPS. Trilaterasi bekerja dengan menghitung jarak antara 
penerima GPS dan tiga satelit yang diketahui posisinya. Jarak tersebut dihitung sebagai norma vektor, 
yang menggambarkan panjang vektor antara satelit dan penerima di bumi. Data yang digunakan dalam 
penelitian ini adalah data posisi satelit dan waktu yang dibutuhkan sinyal untuk sampai ke penerima. 
Setelah memperoleh data tersebut, langkah selanjutnya adalah menyusun sistem persamaan linier 
berdasarkan perbedaan jarak antar satelit dan penerima, yang kemudian diselesaikan untuk 
mendapatkan koordinat objek (Hashim, 2021; Noack, 2022). Ide-ide matriks dan aljabar vektor yang 
dapat digunakan untuk menyelesaikan serangkaian persamaan linier yang dibuat dengan menghitung 
jarak antara satelit dan penerima bumi menjadi pokok bahasan penelitian ini. Jarak ini adalah panjang 
vektor. Solusi dari sistem persamaan linier  ini adalah titik yang menunjukkan letak benda di muka bumi. 
Materi selanjutnya adalah tentang cara kerja GPS (Arifin & Muktyas, 2021; Setiawan et al., 2022). 
Trilaterasi adalah metode geometri yang digunakan untuk menentukan lokasi suatu titik dengan 
mengukur jarak dari tiga titik referensi yang diketahui posisinya, dalam hal ini satelit GPS. Dalam konteks 
GPS, trilaterasi bekerja dengan menghitung jarak antara penerima GPS dan minimal tiga satelit. 
Langkah-langkahnya adalah sebagai berikut: Langkah 1, sinyal GPS dari setiap satelit mengirimkan data 
waktu tempuh yang digunakan untuk menghitung jarak antara satelit dan penerima. Langkah 2, jarak 
yang diperoleh dihitung sebagai panjang vektor, di mana jarak tersebut adalah norma vektor yang 
menghubungkan satelit dan penerima. Langkah 3, dari tiga jarak ini, metode trilaterasi diterapkan untuk 
menemukan koordinat posisi objek di bumi (lintang dan bujur). Langkah 4, jika ada satelit keempat, 
digunakan untuk menghitung ketinggian (altitude) objek. Proses ini diakhiri dengan penyelesaian sistem 
persamaan linier yang diperoleh dari perhitungan jarak antara satelit dan objek (Government, 2022; 
Isriyanto, 2015). 

Selanjutnya, untuk memahami metode yang digunakan, perlu dijelaskan bahwa terdapat 
perbedaan antara metode trilaterasi dan algoritma Kalman. Metode trilaterasi berfokus pada pengukuran 
jarak dari satelit untuk menentukan posisi secara langsung, sedangkan algoritma Kalman adalah teknik 
estimasi yang digunakan untuk memprediksi dan mengoreksi posisi objek berdasarkan data yang 
diperoleh secara berurutan. Oleh karena itu, dalam penelitian ini, kami memisahkan penjelasan kedua 
metode ini ke dalam sub bagian yang berbeda untuk memberikan kejelasan yang lebih baik mengenai 
penerapan masing-masing metode dalam konteks GPS (Nayak & Chitranshi, n.d.; Zhang, 2021). Lebih 
lanjut, tahapan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut: (a) Persiapan: Tahap awal ini adalah 
mengumpulkan literatur yang mendukung penelitian baik dari perpustakaan, browsing internet, atau dari 
sumber lain yang dapat memberikan wawasan terhadap permasalahan yang diteliti. (b) Tes penyebaran: 
Pada tahap ini peneliti melakukan uji materi aljabar matriks dan aljabar vektor yang diterapkan pada 
GPS. (c) Final : Tahap final adalah tahap penarikan kesimpulan. Langkah-langkah yang kami lakukan 
dalam penelitian ini adalah sebagai berikut: Langkah 1, menghitung jarak antara penerima GPS dengan 
setiap satelit menggunakan persamaan jarak; Langkah 2, menerapkan metode trilaterasi dengan 
memanfaatkan data jarak dari minimal tiga satelit untuk menentukan koordinat posisi objek; Langkah 3, 
menyelesaikan sistem persamaan linier untuk menemukan titik posisi objek di bumi; dan Langkah 4, 
melakukan koreksi dengan menambahkan data dari satelit keempat untuk menghitung ketinggian 
(altitude) objek (Desnanjaya et al., 2021; Kalman, 2002). 
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HASIL DAN PEMBAHASAN 
Tiga bagian utama GPS yang bekerja sama untuk menghitung posisi pengguna digunakan 

untuk menemukan lokasi objek di Bumi. Ketiga bagian tersebut adalah penerima GPS, satelit GPS, dan 
stasiun bumi GPS. Stasiun berbasis bumi dikenal sebagai stasiun kendali darat. Jam atom dan 
pengoperasian satelit dikendalikan oleh stasiun. Selain itu, mereka memperbaiki sinyal satelit yang 
diterima sebelum mengembalikannya dan mengirimkan sinyal yang dikoreksi ke pengguna (Kalman, 
2022) . Di Falcon Air Force, Colorado Springs, Ascension Island, Hawaii, Diego Garcia, dan Kwajalein, 
terdapat stasiun kendali. Minimal 24 satelit harus mengorbit planet ini pada jarak 11.000 mil laut, atau 
kira-kira 20.372 kilometer, untuk mengidentifikasi satelit GPS di luar angkasa. Ada 6 orbit untuk satelit. 
Empat satelit terus berputar mengelilingi dunia pada setiap orbitnya. Perangkat yang digunakan untuk 
menerima sinyal GPS disebut penerima GPS. Antena dan prosesor receiver yang terdapat pada receiver 
memberikan lokasi, kecepatan, dan ketepatan waktu kepada pengguna. Data dari satelit diterima oleh 
penerima setelah disesuaikan terlebih dahulu oleh stasiun pengendali (Garcia & Horn, 2017; Marjuki, 
2016). 

 

 

Gambar 1. Ilustrasi dari 24 satelit GPS yang mengelilingi bumi 

( http://www.gps.gov/multimedia/images/constellation.jpg) 

Berikut mengenai peranan matriks dan vektor dalam menentukan posisi (Arifin et al., 2021; Chillali, 
2017): 
 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2. Ilustrasi trilaterasi pada GPS 

(https://www.buzzle.com/images/electronics/gps-tracking-technology.jpg) 

 

 

Satellite 1: receiver location 

 

Satellite 2 

 

 

Satelite 3 

 
GPS receiver 

http://www.buzzle.com/images/electronics/gps-tracking-technology.jpg
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Pada saat satelit mengirimkan sinyal terdapat perbedaan waktu antara jam atom di satelit 

dengan jam di bumi atau jam di penerima. Hal ini disebabkan oleh relativitas waktu yang terjadi, dimana 
jam yang dibumikan atau yang ada pada penerima bergerak lebih lambat akibat gaya gravitasi. 
Perbedaan ini dapat diatasi oleh pengembang GPS itu sendiri. Data posisi yang cukup akurat dapat 
diperoleh dengan cara penerima GPS harus mendapatkan sinyal dari 3-4 satelit. Jika GPS receiver 
mencegat sinyal dari 3 satelit, maka kita dapat mengetahui garis lintang dan garis bujur yaitu garis lintang 
dan garis bujur. Jika penerima GPS mendapat sinyal dari 4 satelit, kita bisa mengetahui ketinggiannya. 
Namun dengan menggunakan 3 satelit kita dapat mengetahui kemungkinan 2 titik dan GPS dapat 
menghilangkan salah satunya, karena salah satu titik tersebut tidak ada di bumi. Cara GPS menentukan 
posisi diperoleh dengan menghitung data yang diterima dari satelit seperti yang telah disebutkan 
sebelumnya bahwa penerima harus menerima sinyal dari 3 satelit. Penerima menghitung jarak dari setiap 
satelit dan menentukan posisinya. Metode ini dikenal dengan nama metode trilaterasi. Ilustrasi trilaterasi 
dapat dilihat pada Gambar 2 (Anton, 2018; Kianfar, 2022). Misalnya, kita mempunyai kasus trilater pada 
ion pada 𝑅 2 berikut: 
 
 
 
 
 
 
                                               
 
 

Gambar 3. Kasus Trilaterasi pada 𝑅 2 

Dalam bentuk matriks dan vektor, dapat mengambarkan/menjelaskan kasus trilaterasi, seperti 
berikut: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Gambar 4. Vektor pada Trilaterasi 

Berikut definisi mengenai pengertian norma vektor: 

Definisi 1 (Anton & Rorres, 2013). Jika 𝑣 =  (𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛) adalah vektor dalam 𝑅𝑛, maka norma 𝑣 
(disebut juga panjang 𝑣 atau besaran 𝑣) dilambangkan dengan ‖𝑣‖, dan didefinisikan dengan rumus 

‖𝒗‖ = √𝑣1
2 + 𝑣2

2 + ⋯ + 𝑣𝑛
2 
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Jarak setiap satelit ke penerima, yaitu norma vektor dari setiap satelit ke penerima. Selain itu, kita 
juga mengetahui koordinat masing-masing penerima. Perhatikan bahwa Anton memberikan definisi 
panjang atau besar suatu vektor yang tertuang dalam Definisi 1 di atas. Dengan mengetahui kedua 
komponen tersebut kita dapat membuat persamaan sehingga tersisa variabel bebas x, y dan z. Dalam 
konteks penelitian ini, variabel u, v, dan w masing-masing mewakili jarak antara penerima GPS dan tiga 
satelit yang berbeda. Sementara itu, x1, x2, dan x3 adalah koordinat posisi masing-masing satelit dalam 
sistem koordinat kartesian. Penjelasan ini akan membantu untuk lebih memahami bagaimana setiap 
variabel berkontribusi dalam proses perhitungan posisi objek di bumi (Arifin et al., 2023; Arifin & Muktyas, 
2018). 

 

‖𝒖‖ = √(𝑥 − 𝑥1)2 + (𝑦 − 𝑦1)2                                                                                           (1) 

    ‖𝒖‖2 = (𝑥 − 𝑥1)2 + (𝑦 − 𝑦1)2 

    = 𝑥2 + 𝑥1
2 + 𝑦2 + 𝑦1

2 − 2(𝑥𝑥1 + 𝑦𝑦1) 
‖𝒖‖2 − (𝑥2 + 𝑥1

2 + 𝑦2 + 𝑦1
2) = −2(𝑥𝑥1 + 𝑦𝑦1)(2) 

‖𝒗‖ = √(𝑥 − 𝑥2)2 + (𝑦 − 𝑦2)2                                                                                           (3) 

    ‖𝒗‖2 = (𝑥 − 𝑥2)2 + (𝑦 − 𝑦2)2 = 𝑥2 + 𝑥2
2 + 𝑦2 + 𝑦2

2 − 2(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2) 
‖𝒗‖2 − (𝑥2 + 𝑥2

2 + 𝑦2 + 𝑦2
2) = −2(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)(4) 

‖𝒘‖ = √(𝑥 − 𝑥3)2 + (𝑦 − 𝑦3)2                                                                                          (5) 

    ‖𝒘‖2 = (𝑥 − 𝑥3)2 + (𝑦 − 𝑦3)2 = 𝑥2 + 𝑥3
2 + 𝑦2 + 𝑦3

2 − 2(𝑥𝑥3 + 𝑦𝑦3) 
‖𝒘‖2 − (𝑥2 + 𝑥3

2 + 𝑦2 + 𝑦3
2) = −2(𝑥𝑥3 + 𝑦𝑦3)(6) 

 
Selanjutnya persamaan (2) dikurangkan pada persamaan (4) diperoleh persamaan: 
 

‖𝒗‖2 − ‖𝒖‖2 + (𝑥1
2 − 𝑥2

2) + (𝑦1
2 − 𝑦2

2) = 2((𝑥1 − 𝑥2)𝑥 + (𝑦1 − 𝑦2)𝑦)                (7)  
 
Jika persamaan (2) dikurangkan pada persamaan (6) diperoleh persamaan: 
 

‖𝒗‖2 − ‖𝒖‖2 + (𝑥1
2 − 𝑥3

2) + (𝑦1
2 − 𝑦3

2) = 2((𝑥1 − 𝑥3)𝑥 + (𝑦1 − 𝑦3)𝑦)                (8)  
 
Persamaan (7) dan (8) membentuk sistem persamaan linear dua variabel 𝑥 dan 𝑦 sebagai berikut: 
 

2((𝑥1 − 𝑥2)𝑥 + (𝑦1 − 𝑦2)𝑦) = ‖𝒗‖2 − ‖𝒖‖2 + (𝑥1
2 − 𝑥2

2) + (𝑦1
2 − 𝑦2

2) 

2((𝑥1 − 𝑥3)𝑥 + (𝑦1 − 𝑦3)𝑦) = ‖𝒘‖2 − ‖𝒖‖2 + (𝑥1
2 − 𝑥3

2) + (𝑦1
2 − 𝑦3

2)
}            (9) 

 
Penyelesaian sistem persamaan linier (9) akan menunjukkan posisi hasil trilaterasi, dalam hal ini 

koordinat bujur dan lintang diketahui dengan bantuan 3 satelit. Sedangkan untuk menentukan ketinggian, 
dibutuhkan satu satelit lagi untuk bisa mengetahui ketinggiannya. Dalam hal ini diperlukan variabel ketiga 
yaitu z (Oliveira-Júnior et al., 2022; Pribadi et al., 2023). Perhatikan Gambar 5, berikut ini: 
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Gambar 5. Vektor pada 4 satelit 

Jarak satelit ke receiver merupakan norma dari masing-masing satelit ke receiver, dimana kita 
sudah mengetahui koordinat masing-masing receiver (Isriyanto, 2015).  

 

‖𝒖‖ = √(𝑥 − 𝑥1)2 + (𝑦 − 𝑦1)2 + (𝑧 − 𝑧1)2                                                                 (10) 

    ‖𝒖‖2 = (𝑥 − 𝑥1)2 + (𝑦 − 𝑦1)2 + (𝑧 − 𝑧1)2 

= 𝑥2 + 𝑥1
2 + 𝑦2 + 𝑦1

2 + 𝑧2 + 𝑧1
2 − 2(𝑥𝑥1 + 𝑦𝑦1 + 𝑧𝑧1) 

2(𝑥𝑥1 + 𝑦𝑦1 + 𝑧𝑧1) = (𝑥2 + 𝑥1
2 + 𝑦2 + 𝑦1

2 + 𝑧2 + 𝑧1
2) − ‖𝒖‖2(11) 

‖𝒗‖ = √(𝑥 − 𝑥2)2 + (𝑦 − 𝑦2)2 + (𝑧 − 𝑧2)2 (12) 

    ‖𝒗‖2  = (𝑥 − 𝑥2)2 + (𝑦 − 𝑦2)2 + (𝑧 − 𝑧2)2 

            = 𝑥2 + 𝑥2
2 + 𝑦2 + 𝑦2

2 + 𝑧2 + 𝑧2
2 − 2(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2) 

2(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2) = (𝑥2 + 𝑥2
2 + 𝑦2 + 𝑦2

2 + 𝑧2 + 𝑧2
2) − ‖𝒗‖2(13) 

‖𝒘‖ = √(𝑥 − 𝑥3)2 + (𝑦 − 𝑦3)2 + (𝑧 − 𝑧3)2(14) 

    ‖𝒘‖2 = (𝑥 − 𝑥3)2 + (𝑦 − 𝑦3)2 + (𝑧 − 𝑧3)2  

           = 𝑥2 + 𝑥3
2 + 𝑦2 + 𝑦3

2 + 𝑧2 + 𝑧3
2 − 2(𝑥𝑥3 + 𝑦𝑦3 + 𝑧𝑧3) 

2(𝑥𝑥3 + 𝑦𝑦3 + 𝑧𝑧3) = (𝑥2 + 𝑥3
2 + 𝑦2 + 𝑦3

2 + 𝑧3 + 𝑧3
3) − ‖𝒘‖2(15) 

‖𝒂‖ = √(𝑥 − 𝑥4)2 + (𝑦 − 𝑦4)2 + (𝑧 − 𝑧4)2(16) 

     ‖𝒂‖2 = (𝑥 − 𝑥4)2 + (𝑦 − 𝑦4)2 + (𝑧 − 𝑧4)2  

           = 𝑥2 + 𝑥4
2 + 𝑦2 + 𝑦4

2 + 𝑧2 + 𝑧4
2 − 2(𝑥𝑥4 + 𝑦𝑦4 + 𝑧𝑧4) 

2(𝑥𝑥4 + 𝑦𝑦4 + 𝑧𝑧4) = (𝑥2 + 𝑥4
2 + 𝑦2 + 𝑦4

2 + 𝑧3 + 𝑧4
3) − ‖𝒘‖2(17) 

Bila persamaan (11) dikurangi persamaan (13) diperoleh: 

 

2((𝑥2 − 𝑥1)𝑥 + (𝑦2 − 𝑦1)𝑦 + (𝑧2 − 𝑧1)𝑧) = (𝑥2
2 − 𝑥1

2) + (𝑦2
2 − 𝑦1

2) + (𝑧2
2 − 𝑧1

2) 

+(‖𝒖‖2 − ‖𝒗‖2)(18) 

 
Persamaan (11) dikurangi pada persamaan (15) diperoleh: 
 

2((𝑥3 − 𝑥1)𝑥 + (𝑦3 − 𝑦1)𝑦 + (𝑧3 − 𝑧1)𝑧) = (𝑥3
2 − 𝑥1

2) + (𝑦3
2 − 𝑦1

2) + (𝑧3
2 − 𝑧1

2) 

+(‖𝒖‖2 − ‖𝒘‖2) (19) 

 
Selanjutnya persamaan (11) dikurangi persamaan (17) diperoleh: 
 

2((𝑥4 − 𝑥1)𝑥 + (𝑦4 − 𝑦1)𝑦 + (𝑧4 − 𝑧1)𝑧) = (𝑥4
2 − 𝑥1

2) + (𝑦4
2 − 𝑦1

2) + (𝑧4
2 − 𝑧1

2) 

+(‖𝒖‖2 − ‖𝒂‖2)(20) 
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Persamaan (18), Persamaan (19), dan Persamaan (20) formulir A sistem dari linier persamaan 

sebagai berikut: 
 

2((𝑥2 − 𝑥1)𝑥 + (𝑦2 − 𝑦1)𝑦 + (𝑧2 − 𝑧1)𝑧) = (𝑥2
2 − 𝑥1

2) + (𝑦2
2 − 𝑦1

2) + (𝑧2
2 − 𝑧1

2) + (‖𝒖‖2 − ‖𝒗‖2)

2((𝑥3 − 𝑥1)𝑥 + (𝑦3 − 𝑦1)𝑦 + (𝑧3 − 𝑧1)𝑧) = (𝑥3
2 − 𝑥1

2) + (𝑦3
2 − 𝑦1

2) + (𝑧3
2 − 𝑧1

2) + (‖𝒖‖2 − ‖𝒘‖2)

2((𝑥4 − 𝑥1)𝑥 + (𝑦4 − 𝑦1)𝑦 + (𝑧4 − 𝑧1)𝑧) = (𝑥4
2 − 𝑥1

2) + (𝑦4
2 − 𝑦1

2) + (𝑧4
2 − 𝑧1

2) + (‖𝒖‖2 − ‖𝒘‖2)

} (21) 

 

Persamaan (21) menunjukkan hubungan antara jarak yang diukur dari penerima ke masing-
masing satelit dan koordinat posisi objek yang ingin ditentukan. Dalam konteks penelitian ini, kita dapat 
menggunakan persamaan tersebut untuk menghitung posisi sebuah kapal yang berada di laut. Misalnya, 
jika jarak dari penerima GPS ke satelit pertama, kedua, dan ketiga adalah masing-masing d1, d2, dan 
d3, persamaan ini memungkinkan kita untuk membentuk sistem persamaan linier yang menghasilkan 
nilai koordinat lintang dan bujur objek (Gade, 2010). Penyelesaian sistem persamaan linear (21) akan 
menunjukkan posisi benda berupa garis lintang, garis bujur (longitude) dan ketinggian (altitude). 
Selanjutnya kita akan membahas tentang penerapan dalam studi kasus. Dalam hal ini penerapan matriks 
dan aljabar vektor pada GPS diambil dari makalah yang berjudul “an undetermined linear system for GPS 
by Dan Kalman” yang dalam makalah tersebut diasumsikan kartesius dan 𝑥, 𝑦, 𝑧 dimana titik (0, 0, 0) 
adalah inti bumi dan satuan panjangnya dan setara dengan jari-jari bumi sehingga nilai sama dengan 

tinggi permukaan laut 𝑥2  + 𝑦2  + 𝑧2  =  1. Pada makalah tersebut juga menyatakan bahwa 

kecepatan cahaya kira-kira sama dengan 0.47 𝑟𝑎𝑑/10−2 detik. Dan itu rumus digunakan adalah, Di 
mana, 𝑑𝑖  =  0.47(𝑡 − 𝑡𝑖) adalah waktu yang diperoleh satelit 𝑡𝑖. Data yang diterima dari satelit 
adalah sebagai berikut, mungkin pada kenyataannya data yang diterima tidak seperti ini (Thompson, 
1998). Ada 4 satelit yang digunakan: 

Tabel 1 . Data dari satelit yang diterima receiver untuk posisi kapal 

Satelit Posisi          Waktu 

1 (1.11, 2,55, 2.14) 1.29 

2 (2.87, 0,00, 1.43) 1.31 

3 (0,00, 1.08, 2.29) 2.75 

4 (1.54, 1.01, 1.23) 4.06 

Pertama kita akan mencari jarak dari satelit pertama ke kapal. Jaraknya dapat  dicari dengan 
persamaan berikut ini: 

            𝑑1 = 0.47 (𝑡 − 1.29) 

Jarak tersebut dapat dipandang sebagai normal vektor sehingga dapat dicari dengan rumus: 

           𝑑 = √(𝑥 − 1.11)2 + (𝑦 − 2.55)2 + (𝑧 − 2.14)2 

Jika 𝑑 = 𝑑1kemudian diperoleh 

√(𝑥 − 1.11)2 + (𝑦 − 2.55)2 + (𝑧 − 2.14)2 = 0.47 (𝑡 − 1.29) 

 ⟺   (𝑥 − 1.11)2 + (𝑦 − 2.55)2 + (𝑧 − 2.14)2 =  0.472(𝑡 − 19,9)2  

⟺    𝑥2 − 2.22𝑥 + 1.23 + 𝑦2 − 5.10𝑦 + 6.50 + 𝑧2 − 4.28𝑧 + 4.57 =  (𝑥 − 1.11)2 +
(𝑦 − 2.55)2 + (𝑧 − 2.14)2  

 ⟺   𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 2.22𝑥 − 5.10𝑦 − 4.28𝑧 + 12.31 = 0.472(𝑡2 −  2.58𝑡 + 1.66) 

 ⟺   𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 2.22𝑥 − 5.10𝑦 − 4.28𝑧 + 12.31 = 0.472 𝑡2 − 0.57𝑡 +  0.36  

Hal ini dapat dituliskan sebagai: 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 0.472 𝑡2   + 11.95 = 2.22𝑥 + 5.10𝑦 + 4.28𝑧 − 0.57𝑡(22) 
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Maka jarak masing-masing satelit ke dua ke kapal adalah: 
             𝑑2 = (0.47)(𝑡 − 1.31) 

Norma vektor satelit kedua ke kapal: 

             𝑑 =  √(𝑥 − 2.87)2 + (𝑦 − 0.00)2 + (𝑧 − 1.43)2  

Jika 𝑑 = 𝑑2kemudian diperoleh 

√(𝑥 − 2.87)2 + (𝑦 − 0.00)2 + (𝑧 − 1.43)2 = (0.47)(𝑡 − 1.31) 

⟺   (𝑥 − 2.87)2 + (𝑦 − 0.00)2 + (𝑧 − 1.43)2 = 0.472(𝑡 − 1.31)2   
⟺   𝑥2 − 5.74𝑥 + 8.23 + 𝑦2 + 𝑧2 − 2.86𝑧 + 2.04 = 0.472(𝑡 − 1.31)2   
⟺   𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 5.74𝑥 + 8.23 − 2.86𝑧 + 2.04 =  0.472(𝑡2 − 2.62𝑡 + 1.71) 

⟺   𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 5.74𝑥 − 2.86𝑧 +  10.27 =   0.472𝑡2 − 0.58𝑡 + 0.38  

⟺   𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 0.472𝑡2 +  9.90 =  5.74𝑥 + 2.86𝑧 − 0.58𝑡 

Sehingga diperoleh: 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 0.472𝑡2 +  9.90 =  5.74𝑥 + 2.86𝑧 − 0.58𝑡                                  (23) 

Selanjutnya jarak satelit ketiga ke kapal adalah: 
           𝑑3 = (0.47)(𝑡 − 2.75) 

Norma vektor satelit ketiga ke kapal: 

           𝑑 =  √(𝑥 − 0.00)2 + (𝑦 − 1.08)2 + (𝑧 − 2.29)2  

Jika 𝑑 = 𝑑3kemudian diperoleh 

√(𝑥 − 0.00)2 + (𝑦 − 1.08)2 + (𝑧 − 2.29)2 = (0.47)(𝑡 − 2.75) 

 ⟺   (𝑥 − 0.00)2 + (𝑦 − 1.08)2 + (𝑧 − 2.29)2=0.472(𝑡 − 2.75)2 

 ⟺   𝑥2 + 𝑦2 − 2.16𝑦 + 1.17 + 𝑧2 − 4.58𝑧 + 5.24 = 0.472(𝑡2 − 5.50𝑡 + 7.56)  

 ⟺   𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 2.16𝑦 − 4.58𝑧 + 6.41 = 0.472𝑡2 − 1.21𝑡 + 1.67  

 ⟺   𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 2.16𝑦 − 4.58𝑧 + 4.74 = 0.472𝑡2 − 1.21𝑡  

Jadi, kita bisa menulis 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 0.472𝑡2 + 4.74 = 2.16𝑦 + 4.58𝑧 − 1.21𝑡(24) 

Terakhir, jarak satelit keempat ke kapal: 
          𝑑4 = (0.47)(𝑡 − 4.06) 

Sedangkan norma vektor keempat satelit terhadap kapal adalah: 

  𝑑 =  √(𝑥 − 1.54)2 + (𝑦 − 1.01)2 + (𝑧 − 1.23)2  

Jika 𝑑 = 𝑑3kemudian diperoleh 

√(𝑥 − 1.54)2 + (𝑦 − 1.01)2 + (𝑧 − 1.23)2 = (0.47)(𝑡 − 4.06) 

⟺   (𝑥 − 1.54)2 + (𝑦 − 1.01)2 + (𝑧 − 1.23)2 = 0.472(𝑡 − 4.06)2  

⟺   𝑥2 − 3.08𝑥 + 2.37 + 𝑦2 − 2.02𝑦 + 1.02 +  𝑧2 − 2.46𝑧 + 1.51 = 0.472(𝑡2 −
8.12𝑡 + 16.48)  

⟺   𝑥2 + 𝑦2 +  𝑧2 − 3.08𝑥 − 2.02𝑦 − 2.46𝑧 + 4.9 = 0.472𝑡2 − 1.79𝑡 + 3.64  

⟺   𝑥2 + 𝑦2 +  𝑧2 − 3.08𝑥 − 2.02𝑦 − 2.46𝑧 + 1.26 = 0.472𝑡2 − 1.79𝑡 

Jadi, kita bisa menulis 

𝑥2 + 𝑦2 +  𝑧2 − 0.472𝑡2 + 1.26 = 3.08𝑥 + 2.02𝑦 + 2.46𝑧 − 1.79𝑡(25) 

Selanjutnya Persamaan (22) dikurangkan terhadap Persamaan (23), diperoleh: 
3.52𝑥 − 5.10𝑦 − 1.42𝑧 − 0.01𝑡 = −2.05(26) 
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Untuk pengurangan Persamaan (22) pada Persamaan (24) diperoleh : 
−2.22𝑥 − 2.94𝑦 + 0.30𝑧 − 0.64 = −7.21                                                                     (27)          

Demikian pula persamaan (22) dikurangi persamaan (25) diperoleh : 
  0.86𝑥 − 3.08𝑦 − 1.82𝑧 − 1.22𝑡 = −10.69(28) 

Persamaan (26), (27), (28) membentuk sistem persamaan linear sebagai berikut: 
3.52𝑥 − 5.10𝑦 − 1.42𝑧 − 0.01𝑡 = −2.05
−2.22𝑥 − 2.94𝑦 + 0.30𝑧 − 0.64 = −7.21
0.86𝑥 − 3.08𝑦 − 1.82𝑧 − 1.22𝑡 = −10.69

}(29) 

Sistem persamaan linear (29) dapat dinyatakan dalam persamaan matriks: 

[
3.52 −5.10 −1.42

−2.22 −2.94 0.30
0.86 −3.08 −1.82

       
−0.01
−0.64
−1.22

  ] [

𝑥
𝑦
𝑧
𝑡

] =  [
−2.05
−7.21

−10.69
](30) 

Sistem persamaan linier yang ditulis dalam bentuk matriks seperti yang ditulis pada Persamaan (30) 
sesuai dengan Teorema 1 berikut.  

 

Teorema 1 (Anton & Rorres, 2013). Jika 𝑥0 ada solusi dari sistem linier yang konsisten 𝐴𝑥 =  𝑏, dan 

jika 𝑆 =  {𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑘} merupakan basis untuk ruang nol 𝐴, maka setiap solusi 𝐴𝑥 =  𝑏 dapat 
dinyatakan dalam bentuk 𝑥 =  𝑥0  +  𝑐1𝑣1  + 𝑐2𝑣2  + · · ·  + 𝑐𝑘𝑣𝑘 . Sebaliknya, untuk semua 
pilihan skalar 𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑘, vektor 𝑥 dalam rumus ini merupakan solusi dari 𝐴𝑥 =  𝑏. 

Bagi banyak sistem, tidak mungkin mencapai identitas dalam matriks yang diperbesar melalui 
eliminasi Gaussian. Bagaimanapun, versi matriks tertentu yang memiliki jumlah maksimum komponen 
yang dihilangkan disebut Row Reduced Echelon Form (RREF). Untuk melengkapi matriks (30) dilakukan 
operasi baris dasar terhadap matriks yang diperbesar. 

  [
3.52 −5.10 −1.42

−2.22 −2.94 0.30
0.86 −3.08 −1.82

    
−0.01
−0.64
−1.22

 |
−2.05
−7.21

−10.69
 ](31) 

 

Jumlahkan 
2.22

3.52
 baris pertama berturut-turut pada dua matriks (31), diperoleh: 

 

   [
3.52 −5.10 −1.42

0 −6.16 −0.59
0.86 −3.08 −1.82

    
−0.01
−0.65
−1.22

 |
−2.05
−8.50

−10.69
 ]                                                       (32) 

 

Selanjutnya −
1

6.16
dikalikan baris ke dua matriks (32), diperoleh: 

  [
3.52 −5.10 −1.42

0 1 0.10
0.86 −3.08 −1.82

    
−0.01
0.11

−1.22
 |

−2.05
1.38

−10.69
 ](33 ) 

 

Tambahkan baris pertama−
0.86

3.52
 pada baris ke tiga kali matriks (33), diperoleh: 
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  [
3.52 −5.10 −1.42

0 1 0.10
0 −1.83 −1.47

    
−0.01
0.11

−1.21
 |

−2.05
1.38

−10.19
 ](34) 

 
Selanjutnya dikalikan 1,83 kali baris kedua dengan baris ketiga matriks (34) diperoleh : 

  [
3.52 −5.10 −1.42

0 1 0.10
0 0 −1.27

    
−0.01
0.11

−1.01
 |

−2.05
1.38

−7.66
 ](35) 

  

Selanjutnya  −
1

1.27
dikalikan baris ke tiga matriks (35), diperoleh: 

[
3.52 −5.10 −1.42

0 1 0.10
0 0 1

    
−0.01
0.11
0.79

 |
−2.05
1.38
5.91

 ]                                                           (36) 

 
Tambahkan kali baris ketiga – (0.10)pada baris kedua matriks (36) diperoleh: 

[
3.52 −5.10 −1.42

0 1 0
0 0 1

    
−0.01
0.03
0.79

 |
−2.05
0.81
5.91

 ](37) 

 
Tambahkan (5,10) kali baris ke a pada baris pertama matriks (37) diperoleh: 

[
3.52 0 −1.42

0 1 0
0 0 1

    
0.14
0.03
0.79

 |
2.08
0.81
5.91

 ](38) 

 
Selanjutnya (1,42) dikalikan baris ketiga dengan baris pertama matriks (38), diperoleh: 

[
3.52 0 0

0 1 0
0 0 1

    
1.26
0.03
0.79

 |
10.47
0.81
5.91

 ](39) 

 

Selanjutnya 
1

3.52
baris pertama matriks pada (39), maka diperoleh: 

[
1 0 0
0 1 0
0 0 1

    
0.36
0.03
0.79

 |
2.97
0.81
5.91

 ](40) 

 
Jadi penyelesaian sistem linier (40) adalah: 

[
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] [
𝑥
𝑦
𝑧

] = [
2.97 − 0.36𝑡
0.81 − 0.03𝑡
5.91 − 0.79𝑡

](41) 

 

Akhirnya, kita mendapatkan: 
𝑥 =  2.97 − 0.36𝑡
𝑦 = 0.81 − 0.03𝑡
𝑧 = 5.91 − 0.79𝑡

}(42) 
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Jika Persamaan (36) disubstitusikan ke Persamaan (22), maka diperoleh 
 

(2.97 − 0.36𝑡)2 + (0.81 − 0.03𝑡)2 + (5.91 − 0.79𝑡)2 − 0.22𝑡2 + 11.95
= 2.22(2.97 − 0.36𝑡) + 5.10(0.81 − 0.03𝑡) + 4.28(5.91 − 0.79𝑡) − 0.57𝑡 

⟺ 8.82 − 2.14𝑡 + 0.13𝑡2 + 0.66 − 0,05𝑡 + 0.0009𝑡2 + 34.93 − 9.34𝑡 + 0.62𝑡2 − 0.22𝑡2

+ 11.95 = 6.59 − 0.80𝑡 + 4.13 − 0.15𝑡 + 25.29 − 3.38𝑡 − 0.57𝑡 
 

Akhirnya diperoleh bentuk persamaan kuadrat dalam t yang ditulis sebagai 

0.54𝑡2 − 6.65𝑡 + 20.32 = 0(43) 

 

Akar persamaan kuadrat (43) adalah 𝑡 = 6.74  dan  𝑡 =  5.60. Oleh karena itu, jika 𝑡 =
6.74 disubstitusikan ke Persamaan (42), maka diperoleh nilai: 

𝑥 = 2.97 − 0.36(6.74) = 0.54
𝑦 = 0.81 − 0.03(6.74) = 0.61

𝑧 = 5.91 − 0.79(6.74) = 0.58

}(44) 

 

 Berdasarkan perhitungan tersebut terlihat bahwa untuk nilai 𝑡 = 6.74, 𝑥, 𝑦, 𝑧nilainya masing-

masing adalah 0.54;  0.61;  0.58. Selanjutnya berlaku 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1untuk koordinat Kartesius 
(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0.54;  0.61;  0.58). Dengan kata lain nilai 𝑡 = 6.74terpenuhi 𝑥, 𝑦, 𝑧sehingga diketahui 
kapal berada di tengah laut. Sebaliknya untuk t = 5,60 memberikan nilai x , y, dan z sebagai berikut: 

 

𝑥 = 2.97 − 0.36(5.60) = 0.95
𝑦 = 0.81 − 0.03(5.60) = 0.64

𝑧 = 5.91 − 0.79(5.60) = 1.48

}(45) 

 

Diperoleh 𝑥, 𝑦, 𝑧 nilai setelah substitusi 𝑡 = 5.60  nilai masing-masing adalah 

0.95;  0.64;  1.48. Dapat dilihat bahwa nilai 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 0.952 + 0.642 + 1.482 = 0.90 +
0.41 + 2.19 = 3.5 ≠ 1. Hal ini menunjukkan bahwa nilai t = 5,60 belum mencukupi karena memiliki 
panjang yang tidak sama dengan satu berarti kapal tidak berada di permukaan laut. Jadi dapat 
disimpulkan bahwa yang bertemu ada pada Persamaan (44) dimana posisi kapal berada pada 
(0.54;  0.61;  0.58). 

 
KESIMPULAN 

Berdasarkan hasil pembahasan dapat disimpulkan bahwa. Aljabar matriks dan vektor berperan 
penting dalam menentukan posisi suatu benda di bumi, khususnya pada Global Positioning System 
(GPS). Konsep yang digunakan adalah dengan menerapkan matriks dan vektor dari sistem persamaan 
linier yang diperoleh berdasarkan perhitungan jarak satelit ke benda bumi yang diterima penerima. Pada 
studi kasus penerapan matriks dan aljabar vektor dimana objeknya adalah kapal di laut, hasil perhitungan 
menunjukkan bahwa lokasi kapal menurut GPS dapat diketahui berada pada (0.54, 0.61, 0.58). 

REKOMENDASI 
Berdasarkan hasil pembahasan Penerapan Matriks dan Aljabar Vektor pada Global Positioning 

System (GPS) di atas, maka saran peneliti. Diharapkan bagi peneliti selanjutnya untuk mengetahui objek 
lain di bumi dengan menggunakan matriks dan aljabar vektor pada GPS. Penelitian lebih mendalam 
dilakukan pada penerapan matriks dan aljabar vektor pada GPS. Peneliti selanjutnya dapat memperluas 
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penerapan metode ini untuk penentuan posisi objek di lokasi yang lebih kompleks dengan data yang 
lebih presisi. 
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